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The purpose of this Master’s thesis was to examine electromagnetic scattering
from objects which satisfy a divergenceless boundary condition, also known as a
DB boundary condition. The DB boundary condition requires that the normal
components of electric and magnetic flux densities vanish on the surface. It is
also equivalent to that the divegences of equivalent electric and magnetic surface
current densities are zero. The DB boundary is interesting because it can provide
some new microwave engineering applications. A realization of the DB boundary
is a challenge for metamaterial research. The realization can be possible with
a uniaxial anisotropic medium where the axial permittivity and permeability
parameters go to zero.
Scattered electric and magnetic fields were computed by using a surface integral
equation method, also known as a boundary element method. In the surface
integral equation method, boundary value problems for Maxwell’s equations are
formulated as integral equations where the unknowns are the equivalent electric
and magnetic surface current densities. These integral equations are discretized
and converted to the system of linear equations by method of moments. The
system of linear equations can be solved by using Gaussian elimination and
the scattered electric and magnetic fields can be calculated from the equivalent
surface current densities.
The scattering cross sections were computed for DB and PEC objects. The most
interesting result was that there is no backscattering from symmetric DB objects.
The scattering efficiency of the DB cube and sphere were computed as functions
of frequency and the results were compared with PEC cube and sphere. Also the
static polarizability, was calculated. It turned out that the integral equation for-
mulation for the DB boundary does not suffer from the low frequency breakdown.
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1 Johdanto
Sa¨hko¨magneettisen sa¨teilyn sironta mielivaltaisesta kappaleesta voidaan ratkaista
Maxwellin yhta¨lo¨iden reuna-arvo-ongelmasta. Ratkaisun on toteutettava seka¨ diffe-
rentiaaliyhta¨lo¨t etta¨ sopiva reunaehto. Jos reunaehto on liian tiukka, ratkaisua ei
ole olemassa, ja liian lo¨yha¨n reunaehdon tapauksessa ratkaisu ei ole yksika¨sitteinen.
On olemassa monia reunaehtoja, joiden avulla saadaan yksika¨sitteinen ratkaisu, ja
na¨ma¨ ratkaisut mallintavat hyva¨lla¨ tarkkuudella tiettyja¨ fysikaalisia tilanteita.
Ta¨ssa¨ diplomityo¨ssa¨ on tarkoitus tutkia sa¨hko¨magneettisen sa¨teilyn sirontaa aika-
harmonisessa tilanteessa erilaisista kappaleista, jotka toteuttavat la¨hteetto¨ma¨n reu-
naehdon. La¨hteetto¨ma¨lla¨ reunaehdolla tarkoitetaan reunaehtoa, missa¨ kappaleen
pinnalle indusoituneet ekvivalentit sa¨hko¨iset ja magneettiset pintavirtatiheydet ovat
divergenssitto¨mia¨, eli pinta ei sisa¨lla¨ mita¨a¨n erillisia¨ la¨hteita¨ mista¨ virtaa levia¨i-
si ympa¨risto¨o¨n, ja vastaavasti pinta ei sisa¨lla¨ nieluja mihin virtaa ha¨via¨isi. Ta¨ma¨
tarkoittaa, etta¨ pinnalle syntyneiden ekvivalenttien pintavirtojen ta¨ytyy muodos-
tua silmukoista. La¨hteeto¨n reunaehto tunnetaan myo¨s nimella¨ DB-reunaehto, kos-
ka ekvivalenttien pintavirtatiheyksien la¨hteetto¨myydesta¨ seuraa se, etta¨ kappaleen
pinnalla pintaa vastaan kohtisuorassa olevat sa¨hko¨- ja magneettivuontiheyskompo-
nentit ha¨via¨va¨t. Itse lyhenne DB tulee siita¨, etta¨ symbolilla D kuvataan usein sa¨h-
ko¨vuontiheytta¨ ja symbolilla B magneettivuontiheytta¨. Jos DB-kappale sijaitsee li-
neaarisessa, isotrooppisessa ja homogeenisessa va¨liaineessa, ha¨via¨va¨t myo¨s sa¨hko¨- ja
magneettikenttien normaalikomponentit DB-kappaleen pinnalla. DB-reunaehdon to-
teuttavaa materiaalia ei ole luonnossa olemassa, mutta keinotekoisesti voi olla mah-
dollista valmistaa materiaali, joka na¨ytta¨isi toteuttavan la¨hteetto¨ma¨n reunaehdon.
Ta¨lla¨isia¨ keinotekoisia materiaaleja kutsutaan usein sa¨hko¨magneettisiksi metamate-
riaaleiksi.
Sa¨hko¨- ja magneettikenttien normaalikomponentteihin liittyvilla¨ reunaehdoilla on
pitka¨ historia. Jo vuonna 1959 Rumsey esitti reunaehdon, jonka mukaan sa¨hko¨- ja
magneettikenttien normaalikomponentit ha¨via¨va¨t pinnalla [1]. Lisa¨ksi 1970-luvulla
Yee ja Picard ovat kirjoittaneet aiheeseen liittyva¨t artikkelit [2], [3]. Sa¨hko¨isten me-
tamateriaalien tutkimuksesta on tullut hyvin suosittua viimeaikoina, joten myo¨s DB-
reunaehtoa on tutkittu, koska sen toteutus saattaa olla mahdollista. DB-reunaehdon
perusominaisuuksista ja toteutuksesta voidaan lukea viitteesta¨ [4].
Sa¨hko¨magneettisen metamateriaalin ma¨a¨ritteleminen ei ole aivan yksinkertaista, ja
ma¨a¨ritelma¨t ovat muuttuneet valtavasti viime vuosien aikana alan tutkimuksen ke-
hityksen mukana. Metamateriaalin voidaan ajatella olevan luonnossa esiintyma¨to¨nta¨
keinotekoisesti valmistettua materiaalia, jolla on erikoisia sa¨hko¨magneettisia ominai-
suuksia. Metamateriaalin ominaisuudet perustuvat sen makroskooppisiin rakentei-
siin, joita kutsutaan elementeiksi. Elementit koostuvat normaaleista materiaaleista
ja ne ovat kooltaan aallonpituuteen na¨hden pienia¨. Kun suuri ma¨a¨ra¨ elementteja¨ lai-
tetaan sopivaan ja¨rjestykseen, niiden muodostama systeemi na¨ytta¨a¨ homogeeniselta
kappaleelta, jolla on erikoisia sa¨hko¨magneettisia ominaisuuksia sopivalla taajuudella.
Toisaalta monilla normaaleilla materiaaleilla on samoja rakenteellisia ominaisuuksia.
Metamateriaalit koostuvat elementeista¨ samalla tavalla kuin normaalit materiaalit
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ti siita¨ miten elementit tai atomit ovat ja¨rjesta¨ytyneet. Tietysti myo¨s elementtien ja
atomien rakenne vaikuttaa na¨ihin ominaisuuksiin. Metamateriaalien ma¨a¨rittelysta¨
voidaan lukea lisa¨a¨ esimerkiksi viitteesta¨ [5].
Sa¨hko¨magneettisten metamateriaalien ominaisuuksina voi olla esimerkiksi negatii-
viset va¨liaineparametrit permittiivisyys ǫ ja permeabiilisuus µ. Na¨ma¨ puolestaan ai-
heuttavat hyvin erikoisia ilmio¨ita¨. Esimerkiksi sa¨hko¨magneettinen sa¨teily voi taittua
tai heijastua metamateriaalista normaalista poikkeavalla tavalla. Metamateriaalien
avulla on saavutettu negatiivisia taitekertoimia, jolloin sa¨hko¨magneettinen sa¨teily
taittuu niin sanotusti va¨a¨ra¨a¨n suuntaan. Na¨in ollen metamateriaaleille lo¨ytyy pal-
jon teknisia¨ sovelluksia, joiden toteuttaminen on vaikeaa tai mahdotonta normaaleja
materiaaleja ka¨ytta¨en. Niista¨ voidaan valmistaa muun muassa linsseja¨, suodattimia
ja ha¨ivetekniikkaa. Metamateriaalien yleisista¨ ominaisuuksista ja sovelluksista voi-
daan lukea viitteesta¨ [6].
Sa¨hko¨magneettisen sa¨teilyn sironnan laskeminen mielivaltaisesta kappaleesta ei ole
mika¨a¨n yksinkertainen ongelma. Sironta pystyta¨a¨n laskemaan analyyttisesti vain yk-
sinkertaisille kappaleille kuten pallolle Mie-sarjan avulla [7]. Myo¨s kvasistaattisella
analyysilla voidaan laskea sironneet kenta¨t, jos kappale on hyvin pieni verattuna
aallonpituuteen ja tarkastelupiste on kaukana kohteesta. Ta¨llo¨in kappale korvataan
sa¨hko¨isilla¨ ja magneettisilla dipoleilla, joiden aiheuttamat kenta¨t voidaan laskea ana-
lyyttisesti. Kaukokenta¨ssa¨ korkeamman asteen multipoleista aiheutuneet kenta¨t ovat
vaimentuneet olemattomiin, joten dipolien avulla saadaan hyva¨ approksimaatio kau-
kokenta¨lle. Ongelmaksi ja¨a¨ vain miten ma¨a¨ritta¨a¨ kyseiset dipolimomentit mielival-
taiselle kappaleelle. Kappaleen kaarevuussa¨teen ollessa huomattavasti suurempi kuin
aallonpituus voidaan sironnan ma¨a¨ritta¨miseen ka¨ytta¨a¨ optisia menetelmia¨. Optisis-
sa menetelmissa¨ aallon polarisaatio pideta¨a¨n muistissa ja laskenta voidaan suorittaa
skalaarisuureilla. Optisia menetelmia¨ voidaan parantaa ottamalla huomioon diffrak-
tiosta aiheutuneet kenta¨t.
Tietokoneiden laskentakapasiteetin kehitys on kuitenkin mahdollistanut sa¨hko¨mag-
neettisen sironnan laskemisen numeerisin menetelmin. Varsinkin pintaintegraaliyh-
ta¨lo¨menetelma¨, joka tunnetaan myo¨s nimella¨ BEM (Boundary Element Method),
soveltuu hyvin sironnan laskemiseen. Joskus menetelma¨sta¨ ka¨yteta¨a¨n myo¨s nimea¨
momenttimenetelma¨ MoM (Method of Moments). Pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨n
etuna sirontaongelmissa on se, etta¨ menetelma¨ssa¨ tarvitsee diskretoida vain sirotta-
jien pinnat kenttien laskemiseksi missa¨ tahansa avaruuden pisteessa¨. Toisin kuin esi-
merkiksi elementtimenetelma¨ssa¨ FEM (Finite Element Method), missa¨ joudutaan
diskretoimaan koko laskentatilavuus. Haittapuolena integraaliyhta¨lo¨menetelma¨ssa¨
on se, etta¨ ratkaistavasta matriisista tulee ta¨ysi, jolloin muistin tarve ja laskenta-aika
kasvaa nopeasti ongelman koon kasvaessa. Ka¨yta¨nno¨ssa¨ ta¨ma¨ rajoittaa ratkaistavan
geometrian monimutkaisuutta ja kokoa suhteessa aallonpituuteen. Lisa¨ksi integraa-
liyhta¨lo¨menetelma¨ssa¨ tulee singulaarisia integraaleja, joiden numeerinen laskenta ei
ole aivan yksinkertaista.
Ta¨ssa¨ diplomityo¨ssa¨ on laskettu sa¨hko¨magneettisen sa¨teilyn sirontaa pintaintegraa-
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sia on verrattu sirontaan ideaalijohtavista kappaleista. Sirontaa on tarkastelu bis-
taattisen tutkapoikkipinnan kannalta, mika¨ kuvaa kappaleen kykya¨ sirottaa tutkan
signaalia tiettyyn suuntaan. Bistaattista tutkapoikkipintaa kutsutaan usein myo¨s
sirontapoikkipinnaksi. DB-kappaleille lasketaan myo¨s polarisoituvuus, joka kuvaa
hera¨tta¨va¨n kenta¨n ja sen indusoiman dipolimomentin suhdetta. Polarisoituvuus on
eritta¨in mielenkiintoinen suure tutkittaessa aineen sa¨hko¨magneettisia ominaisuuk-
sia. Lisa¨ksi tyo¨ssa¨ on tarkasteltu ekvivalenttien pintavirtatiheyksien ka¨ytta¨ytymista¨
DB-pinnalla. Erityisesti on kiinnitetty huomiota tera¨vien kiilojen aiheuttamiin sin-
gulaarisiin pintavirtatiheyksiin.
42 Sa¨hko¨magneettisen sironnan teoriaa
Ta¨ssa¨ kappaleessa ka¨sitella¨a¨n sa¨hko¨magnetiikan teoriaa, mita¨ tarvitaan sirontateh-
ta¨vien ratkaisemiseen. Ensiksi esitella¨a¨n Maxwellin yhta¨lo¨t, joiden avulla sirontateh-
ta¨va¨ saadaan matemaattiseen muotoon. Sirontatehta¨va¨n yksika¨sitteiseen ratkaisuun
vaadittavat yleisimma¨t reuna- ja rajapintaehdot on esitelty. Lisa¨ksi ta¨ssa¨ kappalees-
sa tarkastellaan kenttien ka¨ytta¨ytymista¨ tera¨va¨ssa¨ kiilassa.
2.1 Maxwellin yhta¨lo¨t
Mika¨ tahansa sa¨hko¨magneettisiin kenttiin liittyva¨ ongelma makroskooppisessa mit-
takaavassa voidaan ratkaista ka¨ytta¨en Maxwellin yhta¨lo¨ita¨ yhdessa¨ va¨liaineyhta¨lo¨i-
den ja Lorentzin voiman kanssa. Maxwellin yhta¨lo¨t koostuvat nelja¨sta¨ eri yhta¨lo¨sta¨,
jotka esitettyna¨ differentiaalimuodossa ajan t ja paikan r funktiona ovat
∇×E(r, t) = −∂B(r, t)
∂t
(1)
∇×H(r, t) = ∂D(r, t)
∂t
+ J s(r, t) (2)
∇ ·D(r, t) = ρs(r, t) (3)
∇ ·B(r, t) = 0, (4)
missa¨ E on sa¨hko¨kenta¨n voimakkuus [V/m], B on magneettivuontiheys [T ], D on
sa¨hko¨vuontiheys [As/m2], H on magneettikenta¨n voimakkuus [A/m], J s on la¨hde-
virtatiheys [A/m2] ja ρs on la¨hdevaraustiheys [C/m
3]. Va¨liaineyhta¨lo¨t yhdista¨va¨t
kenttien voimakkuudet vuontiheyksiin
D(r, t) = ǫ(r, t,E)E(r, t) (5)
B(r, t) = µ(r, t,H)H(r, t), (6)
missa¨ ǫ on sa¨hko¨inen permittiivisyys ja µ on magneettinen permeabiilisuus. Jos va¨-
liaine on lineaarista, homogeenista ja isotrooppista, na¨ma¨ parametrit ovat vakioita.
Muussa tapauksessa ne voivat riippua paikasta, taajuudesta ja itse kentista¨. Lo-
rentzin voima kuvaa varatun hiukkasen liiketta¨ sa¨hko¨- ja magneettikenta¨ssa¨
F (r, t) = q(E(r, t) + v(r, t)×B(r, t)), (7)
5missa¨ q on hiukkasen varaus ja v on nopeusvektori. Lisa¨ksi jatkuvuusehto yhdista¨a¨
la¨hdevirran la¨hdevarauksiin
∇ · Js(r, t) = −∂ρs(r, t)
∂t
, (8)
joka saadaan ottamalla divergenssi yhta¨lo¨sta¨ (2) ja ka¨ytta¨ma¨lla¨ yhta¨lo¨a¨ (3).
Yhta¨lo¨a¨ (1) kutsutaan Faradayn laiksi ja siita¨ na¨hda¨a¨n, etta¨ ajan mukaan muuttu-
va magneettikentta¨ aiheuttaa pyo¨rteisen sa¨hko¨kenta¨n. Ampe`re-Maxwellin lain (2)
mukaan virta, tai ajan mukaan muuttuva sa¨hko¨kentta¨, aiheuttaa magneettikenta¨n
pyo¨rteen. Na¨ista¨ yhta¨lo¨ista¨ huomataan, etta¨ ajan mukana muuttuvat sa¨hko¨- ja mag-
neettikenta¨t ylla¨pita¨va¨t toisiaan, joten sa¨hko¨magneettisten kenttien on mahdollista
edeta¨ tyhja¨ssa¨ avaruudessa. Gaussin lait varauksille eli yhta¨lo¨t (3) ja (4) kertovat,
etta¨ on olemassa sa¨hko¨isia¨ varauksia mutta magneettisia varauksia ei ole olemassa.
Maxwellin yhta¨lo¨ita¨ voidaan hieman yksinkertaistaa olettamalla kenttien aikariip-
puvuus sinimuotoiseksi eli tarkastelemalla aikaharmonisia signaaleita. Sinimuotoinen
funktio voidaan esitta¨a¨ kompleksilukuna
f(t) = fe−iωt, (9)
missa¨ i on imagina¨a¨riyksikko¨ eli
√
i = −1 ja f on kompleksiluku f = fre + ifim.
Kompleksiesityksesta¨ reaaliesitykseen pa¨a¨sta¨a¨n yksinkertaisesti ottamalla reaaliosa
funktiosta
F (t) = ℜ(fe−iωt). (10)
Kompleksiesityksen etuna on se, etta¨ ajan suhteen derivointi kohdistuu ainoastaan
termiin e−iωt, jolloin derivointi operaatiosta tulee algebrallinen operaatio
∂
∂t
(fe−iωt) = −iωfe−iωt. (11)
Eksponenttifunktio e−iωt esiintyy tekija¨na¨ kaikissa kentta¨- ja la¨hdefunktioissa, jo-
ten se voidaan ja¨tta¨a¨ kirjoittamatta. Na¨in ollen aikaharmoniset Maxwellin yhta¨lo¨t
voidaan kirjoittaa muodossa
∇×E(r) = iωB(r) (12)
∇×H(r) = −iωD(r) + J s(r) (13)
∇ ·D(r) = ρs(r) (14)
∇ ·B(r) = 0. (15)
6Aikaharmonisessa tilanteessa jatkuvuusehto (8) tulee muotoon
∇ · J s(r) = iωρs(r). (16)
Maxwellin yhta¨lo¨ista¨ voidaan tehda¨ symmetriset olettamalla niin sanottujen mag-
neettisten varausten ms olemassaolo. Magneettisia varauksia ei nykytiedon mukaan
ole olemassa mutta laskennan kannalta magneettiset varaukset voidaan ottaa mu-
kaan matemaattisina apusuureina. Na¨in ollen syntyy myo¨s magneettinen la¨hdevir-
tatiheys M s. Symmetriset Maxwellin yhta¨lo¨t voidaan esitta¨a¨ muodossa
∇×E(r) = iωB(r)−M s(r) (17)
∇×H(r) = −iωD(r) + J s(r) (18)
∇ ·D(r) = ρs(r) (19)
∇ ·B(r) = ms(r). (20)
Lisa¨ksi saadaan jatkuvuusehto magneettiselle virtatiheydelle ja varaustiheydelle
∇ ·M s(r) = iωms(r). (21)
2.2 Sirontatehta¨va¨n matemaattinen formulointi
Sirontatehta¨va¨lla¨ tarkoitetaan tehta¨va¨a¨, missa¨ halutaan ratkaista mielivaltaisesta
kappaleesta sironneet sa¨hko¨- ja magneettikenta¨t Es1 ja H
s
1, kun tunnetaan hera¨t-
ta¨va¨t kenta¨t eli prima¨a¨rikenta¨t Ep1 ja H
p
1. Sirontatehta¨va¨a¨ voidaan la¨htea¨ tarkas-
telemaan eri alueissa olevien kenttien avulla. Oletetaan, etta¨ D2 on homogeeninen
sirottaja alueessa D1, jonka permittiivisyys ǫ2 ja permeabiilisuus µ2 ovat vakioi-
ta. Lisa¨ksi oletetaan, etta¨ alueen D1 permittiivisyys ǫ1 ja permeabiilisuus µ1 ovat
myo¨s vakioita eli va¨liaine on lineaarinen, homogeeninen ja isotrooppinen. Kuvassa
1 na¨hda¨a¨n yksinkertainen esitys sirontatehta¨va¨sta¨.
Sirontatehta¨va¨ voidaan formuloida Maxwellin yhta¨lo¨iden reuna-arvo-ongelmaksi, mis-
sa¨ tarkoituksena on hakea sekunda¨a¨rikenta¨t tunnetuille prima¨a¨rikentille siten, etta¨
ne toteuttavat yhta¨lo¨t
∇×Esj(r) = iωµj(r)Hsj(r)
∇×Hsj(r) = −iωǫj(r)Esj(r)
(22)
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Kuva 1: Sirontatehta¨va¨n geometria. Homogeeninen sirottaja D2 on alueessa D1, ja
tarkoituksena on ratkaista sironneet kenta¨t Es1 ja H
s
1, kun tunnetaan hera¨tta¨va¨t
kenta¨t Ep1 ja H
p
1.
alueissaD1 jaD2, missa¨ j = 1, 2. Kokonaiskenttien alueessaD1 on oltava hera¨tta¨vien
ja sironneiden kenttien summia
Et1 = E
p
1 +E
s
1
H t1 =H
p
1 +H
s
1
(23)
ja alueessa D2 kokonaiskenta¨t ovat
Et2 = E
s
2
H t2 =H
s
2.
(24)
Lisa¨ksi kenttien on toteutettava jokin reunaehto tai rajapintaehto eri alueiden rajal-
la, jolloin differentiaaliyhta¨lo¨iden ratkaisusta saadaan yksika¨sitteinen. Sironneiden
kenttien on myo¨s toteutettava sa¨teilyehto eli sa¨hko¨magneettisen energian on men-
ta¨va¨ nollaan a¨a¨retto¨myydessa¨
lim
|r|→∞
|r|
(√
µ1H
s
1(r)×
r
|r| −
√
ǫ1E
s
1(r)
)
= 0. (25)
2.3 Reuna- ja rajapintaehdot
Kuten aikaisemmin on mainittu, kenttien on toteutettava seka¨ edella¨ mainitut diffe-
rentiaaliyhta¨lo¨t etta¨ reuna- tai rajapintaehdot yksika¨sitteisen ratkaisun saamiseksi.
Ta¨ssa¨ kappaleessa esitella¨a¨n rajapintaehdot ja muutamia yleisesti tunnettuja reu-
naehtoja mukaanlukien DB-reunaehto.
8Oletetaan tilanne, missa¨ sa¨hko¨magneettinen aalto tulee kahden va¨liaineen rajapin-
taan. Oletetaan lisa¨ksi, etta¨ va¨liaineessa 1 ǫ1 ja µ1 ovat vakioita ja va¨liaineessa 2 ǫ2
ja µ2 ovat myo¨s vakioita.
Symmetrisista Maxwellin yhta¨lo¨ista¨ (17) - (20) voidaan johtaa ehdot kahden va¨liai-
neen rajapinnalla oleville kentille ja vuontiheyksille ja ne voidaan esitta¨a¨ seuraavasti
n ·D1 − n ·D2 = ρs (26)
n ·B1 − n ·B2 = ms (27)
n×E1 − n×E2 = −M s (28)
n×H1 − n×H2 = J s, (29)
missa¨ n on pinnan yksikko¨normaalivektori ja se osoittaa va¨liaineeseen 1.
Yhta¨lo¨ista¨ na¨hda¨a¨n, etta¨ magneettinen pintavaraustiheys aiheuttaa magneettivuon-
tiheyden pinnan normaalin suuntaisen komponentin epa¨jatkuvuuden. Epa¨jatkuvuus
sa¨hko¨vuontiheyden normaalikomponentissa puolestaan vastaa sa¨hko¨ista¨ pintavaraus-
tiheytta¨ ρs kyseisessa¨ pisteessa¨. Vastaavasti sa¨hko¨kenta¨n tangenttikomponentin epa¨-
jatkuvuudesta aiheutuu magneettinen pintavirtatiheysM s, ja magneettikenta¨n tan-
genttikomponentin epa¨jatkuvuus aiheuttaa sa¨hko¨isen pintavirtatiheyden J s.
++++++++µ2
µ1
ǫ2
ǫ1
n ·B2
n ·B1
n ·D2
n ·D1
n×E2
n×E1
n×H2
n×H1
ρs
n
J sM s
ms
Kuva 2: Kenttien ja vuontiheyksien ka¨ytta¨ytyminen kahden aineen rajapinnalla.
Ideaalisen eristeen tapauksessa pintavaraustiheydet ρs = ms = 0 ja pintavirtatihey-
det J s = M s = 0, jolloin sa¨hko¨- ja magneettivuontiheyden normaalikomponentit
ovat jatkuvia pinnan la¨pi. Sa¨hko¨- ja magneettikenttien tangenttikomponentit ovat
myo¨s jatkuvia pinnan la¨pi.
Sa¨hko¨magneettiset ongelmat voidaan myo¨s ratkaista yksika¨sitteisesti ka¨ytta¨ma¨lla¨
sopivaa reunaehtoa rajapintaehtojen sijaan. Reunaehto eroaa rajapintaehdoista sii-
na¨, etta¨ reunan sisa¨osat eiva¨t vaikuta mitenka¨a¨n ratkaistavaan ongelmaan, kun taas
kahden alueen rajapinnalla kenta¨t ta¨ytyy ratkaista molemmissa alueissa.
9Yksi tunnetuimmista reunaehdoista on ideaalisen sa¨hko¨isen johteen reunaehto eli
niin sanottu PEC-reunaehto (Perfect Electric Conductor). Ideaalinen sa¨hko¨inen joh-
de tarkoittaa sita¨, etta¨ johdekappaleen sa¨hko¨njohtavuus σ on a¨a¨reto¨n, jolloin kap-
paleen pinnalla tangentiaalinen sa¨hko¨kentta¨ ha¨via¨a¨ eli
n×E = 0. (30)
PEC-reunaehto voidaan toteuttaa va¨liaineella¨, jonka permittiivisyys ǫ→∞ ja per-
meabiilisuus µ → 0. Tietyt metallit na¨ytta¨va¨t toteuttavan PEC-reunaehdon mata-
lilla taajuuksilla, joten PEC-reunaehtoa ka¨yteta¨a¨n usein mallinnettaessa metallisia
kappaleita. Todellisessa tilanteessa tangentiaalinen sa¨hko¨kentta¨ ei ole kuitenkaan
ta¨ysin nolla, vaan kentta¨a¨ tunkeutuu hieman metallin sisa¨a¨n.
Esitella¨a¨n seuraavaksi PMC-reunaehto (Perfect Magnetic Conductor) eli ideaalinen
magneettinen johde, jonka pinnalla tangentiaalinen magneettikentta¨ ha¨via¨a¨
n×H = 0. (31)
PMC-reuna voidaan toteuttaa kahden va¨liaineen rajapinalla, missa¨ µ→∞ ja ǫ→ 0.
Ratkaisuja PMC-reunan toteutukseen on esitetty viitteessa¨ [8].
PEC- ja PMC-reunaehdot voidaan esitta¨a¨ yleisemma¨n PEMC-reunaehdon (Perfect
Electromagnetic Conductor) [9] avulla
n× (H +ME) = 0, (32)
missa¨ M on skalaarinen parametri. PEC-reunaehto saadaan kun M → ∞ ja PMC
kun M → 0. PEMC-reunaehdon realisoinnista on puhuttu viitteessa¨ [10].
La¨hteetto¨ma¨lla¨ reunaehdolla tarkoitetaan reunaehtoa, missa¨ ekvivalentit sa¨hko¨iset ja
magneettiset pintavirtatiheydet (J = n×H ,M = −n×E) ovat divergenssitto¨mia¨
kappaleen pinnalla eli
∇s · J = 0
∇s ·M = 0. (33)
Ta¨ma¨ tarkoittaa, etta¨ virtojen on muodostuttava silmukoista, koska virroilla ei salli-
ta olevan la¨hteita¨. Kyseinen reunaehto tunnetaan myo¨s nimella¨ DB-reunaehto, koska
se voidaan esitta¨a¨ sa¨hko¨- ja magneettivuontiheyksien avulla. Koska
∇s · J = iωn ·D = 0
∇s ·M = iωn ·B = 0, (34)
havaitaan, etta¨ sa¨hko¨- ja magneettivuontiheyksien normaalikomponentit ha¨via¨va¨t
pinnalla, jos ω 6= 0. Na¨in ollen DB-reunaehto voidaan esitta¨a¨ muodossa
n ·D = 0
n ·B = 0. (35)
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Jos va¨liaine on lineaarista, isotrooppista ja homogeenista, myo¨s sa¨hko¨- ja magneet-
tikenttien normaalikomponentit ha¨via¨va¨t pinnalla
n ·E = 0
n ·H = 0. (36)
DB-reunaehto voidaan saada aikaan uniaksiaalisen anisotrooppisen va¨liaineen ra-
japinnalla. Oletetaan, etta¨ kahden va¨liaineen rajapinta on tasossa z = 0. Olkoon
va¨liaineparametrit ǫ ja µ vakioita pinnan toisella puolella ja toisella puolella
ǫ¯ = ǫzuzuz + ǫtI¯t
µ¯ = µzuzuz + µtI¯t,
(37)
missa¨
I¯ t = uxux + uyuy. (38)
Vaatimalla z-suuntaisten parametrien ha¨via¨minen ǫz → 0 ja µz → 0, DB-reunaehto
on voimassa, koska sa¨hko¨- ja magneettivuon normaalikomponentit ovat jatkuvia ra-
japinnan la¨pi. Ta¨lla¨inen va¨liaine voi olla mahdollista rakentaa kerrosmaisella raken-
teella, missa¨ va¨liaineparametrit vaihtelevat vuorottain positiivisesta negatiiviseksi
[4].
Akustiikassa on ma¨a¨ritelty niin sanotut pehmea¨ ja kova pinta (soft surface, hard sur-
face). Samanlaiset pinnat voidaan ma¨a¨ritella¨ myo¨s sa¨hko¨magneettisille kentille [11].
Pehmea¨lla¨ pinnalla tarkoitetaan pintaa, missa¨ pintaa pitkin eteneva¨ tehotiheys on
nolla. Toisin sanoen Poyntingin vektori pinnalla on nolla. Jos Poyntingin vektori saa
maksimi arvonsa pinnalla, puhutaan kovasta pinnasta. Ta¨lla¨isia¨ pintoja pystyta¨a¨n
valmistamaan esimerkiksi korrugoiduilla rakenteilla ja niita¨ ka¨yteta¨a¨n hyvin paljon
esimerkiksi torviantenneissa symmetrisen sa¨teilykuvion saamiseksi.
Keskima¨a¨ra¨inen eteneva¨ tehotiheys ma¨a¨ritella¨a¨n kompleksisen Poyntingin vektorin
aikakeskiarvon reaaliosana
< S(t) >=
1
2
ℜ{E ×H∗}, (39)
missa¨ H∗ magneettikenta¨n H kompleksikonjugaatti. Tarkastellaan Poyntingin vek-
torin pinnan suuntaista komponenttia ottamalla siita¨ ristitulo pinnan normaalivek-
torin kanssa. Pehmea¨n pinnan tapauksessa pa¨tee yhta¨lo¨
n× (E ×H∗) = E(n ·H)∗ − (n ·E)H∗ = 0. (40)
Huomataan, etta¨ yhta¨lo¨ (40) toteutuu, jos kappale toteuttaa DB-reunaehdon ja va¨-
liaine on isotrooppista (n · E = 0,n ·H = 0). Na¨in ollen DB-pinta on pehmea¨
pinta.
11
2.4 Kenttien ka¨ytta¨ytyminen tera¨va¨ssa¨ kiilassa
Monissa fysikaalisissa kappaleissa esiintyy tera¨via¨ kiiloja ja kulmia, joilla on suuri
vaikutus kappaleiden sirontaominaisuuksiin. Esimerkiksi kuution tapauksessa kuu-
tion sa¨rma¨t muodostavat 90 asteen kiiloja. Kiilaa voidaan pita¨a¨ tera¨va¨na¨, jos sen
kaarevuussa¨de on paljon pienempi kuin aallonpituus. Tera¨va¨n kiilan tapauksessa
kiilan pinnalla olevat sa¨hko¨- ja magneettikenta¨t saattavat olla singulaarisia, eli na¨i-
den amplitudit kasvavat kohti a¨a¨reto¨nta¨ la¨hestytta¨essa¨ kiilan tera¨va¨a¨ reunaa. Ta¨ssa¨
kappaleessa tarkastellaan analyyttisesti kenttien ka¨ytta¨ytymista¨ tera¨va¨ssa¨ kiilassa.
Virtojen ka¨ytta¨ytymista¨ kiilan tera¨va¨n ka¨rjen la¨hella¨ voidaan analysoida statiikan
avulla, koska menta¨essa¨ riitta¨va¨n la¨helle kiilan ka¨rkea¨ tilanne na¨ytta¨a¨ staattiselta.
Kenttien ka¨ytta¨ytymista¨ ideaalijohtavissa ja dielektrisissa¨ kiiloissa on analysoitu
kirjallisuudessa [12], [13]. Tehda¨a¨n samantyyppinen analyysi DB-kiilalle.
Oletetaan tilanne, missa¨ DB-reunaehdon toteuttava kiila on homgeenisessa, iso-
trooppisessa ja lineaarisessa va¨liaineessa. Potentiaalifunktio φ kiilan ulkopuolella
toteuttaa Laplacen yhta¨lo¨n
∇2φ = 0. (41)
Asetetaan kiila napakoordinaatistoon siten, etta¨ tera¨va¨ kulma on origossa ja kiilan
sivut ovat kulmassa ϕ = ϕ0 ja ϕ = −ϕ0 kuvan 3 tapaan.
ϕ
ρ
ϕ0
Kuva 3: Suorakulmainen kiila napakoordinaatistossa. Tera¨va¨ kulma on origossa ja
kiilan sivut ovat kulmassa ϕ = ϕ0 ja ϕ = −ϕ0.
Laplacen yhta¨lo¨ esitettyna¨ napakoordinaatistossa on
∇2φ(ρ, ϕ) = 1
ρ
∂
∂ρ
(
ρ
∂φ(ρ, ϕ)
∂ρ
)
+
1
ρ2
∂2φ(ρ, ϕ)
∂ϕ2
= 0. (42)
Yhta¨lo¨ (42) on separoituva, joten ratkaisua voidaan la¨htea¨ hakemaan sarjamuodossa
φ(ρ, ϕ) =
∑
n
Pn(ρ)Φn(ϕ). (43)
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Sijoittamalla sarjan (43) yleinen termi yhta¨lo¨o¨n (42) saadaan separoitu yhta¨lo¨
ρ
Pn(ρ)
∂
∂ρ
(
ρ
∂Pn(ρ)
∂ρ
)
= − 1
Φn(ϕ)
∂2Φn(ϕ)
∂ϕ2
. (44)
Yhta¨lo¨ (44) voidaan hajoittaa kahdeksi erilliseksi differentiaaliyhta¨lo¨ksi
∂2Φn(ϕ)
∂ϕ2
+ ν2nΦn(ϕ) = 0 (45)
ρ
∂
∂ρ
(
ρ
Pn(ρ)
∂ρ
)
− ν2nPn(ρ) = 0, (46)
missa¨ νn on jokin vakio.
Ylla¨olevien differentiaaliyhta¨lo¨iden yleiset ratkaisut ovat muotoa
Φn(ϕ) = An sin(νnϕ) +Bn cos(νnϕ) (47)
Pn(ρ) = Cnρ
νn +Dnρ
−νn . (48)
Kertoimien Dn ta¨ytyy olla nollia, jotta ratkaisu olisi fysikaalinen, koska negatiivinen
potenssi johtaa a¨a¨retto¨ma¨a¨n energiaan origossa. Nyt potentiaalifunktio voidaan esit-
ta¨a¨ erikseen symmetrisessa¨ tilanteessa ja antisymmetrisessa¨ tilanteessa tason ϕ = 0
suhteen. Yleinen kentta¨ saadaan na¨iden kahden tilanteen lineaariyhdisteena¨.
E
Kuva 4: Symmetrinen tilanne. Kiila on symmetrinen hera¨tta¨va¨a¨n kentta¨a¨n E na¨h-
den.
Symmetrisessa¨ tilanteessa hera¨tta¨va¨ kentta¨ on ϕ = 0 suuntainen, jolloin potentiaa-
lifunktio voidaan esitta¨a¨ muodossa
φ(ρ, ϕ) = Bnρ
νn cos(νn(π − ϕ)), josϕ0 ≤ ϕ ≤ 2π − ϕ0. (49)
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Sa¨hko¨kentta¨ saadaan ottamalla gradientti potentiaalifunktiosta
E(ρ, ϕ) = −∇φ(ρ, ϕ) = −uρBnνnρνn−1 cos(νn(π−ϕ))−uϕBnρνn−1νn sin(νn(π−ϕ)).
(50)
Tarkastellaan tilannetta suorakulmaisen DB-kiilan pinnalla, jolloin ϕ = π
4
tai ϕ = 7π
4
ja uϕ ·E = 0. Sijoittamalla na¨ma¨ ehdot kenta¨n lausekkeeseen saadaan yhta¨lo¨
Bnρ
νn−1νn sin(νn
3π
4
) = 0, (51)
joka toteutuu kun
νn =
4
3
n, n = 1, 2, ... (52)
Kenta¨t ovat singulaarisia, jos parametrin ν pienin positiivinen arvo on pienempi kuin
yksi eli 0 < ν < 1. Symmetrissa tapauksessa ν on suurempi kuin 1, joten kenta¨t eiva¨t
ole singulaarisia.
E
Kuva 5: Antisymmetrinen tilanne.
Antisymmetrisessa¨ tapauksessa kentta¨ on ϕ = π
2
suuntainen, joten potentiaali voi-
daan esitta¨a¨ muodossa
φ(ρ, ϕ) = Anρ
νn sin(νn(π − ϕ)), josϕ0 ≤ ϕ ≤ 2π − ϕ0 (53)
ja sa¨hko¨kenta¨ksi saadaan
E(ρ, ϕ) = −∇φ(ρ, ϕ) = −uρAnνnρνn−1 sin(νn(π−ϕ))+uϕAnρνn−1νn cos(νn(π−ϕ)).
(54)
Soveltamalla DB-reunaehtoa saadaan yhta¨lo¨
Anρ
νn−1νn cos(νn(
3π
4
)) = 0, (55)
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joka toteutuu kun
νn =
2
3
n, n = 1, 2, ... (56)
Nyt huomataan, etta¨ ν < 1 kun n = 1, joten kenta¨t ovat singulaarisia la¨hella¨ kul-
maa. Sijoittamalla parametri ν kenta¨n yhta¨lo¨o¨n, na¨hda¨a¨n etta¨ kenta¨n voimakkuus
on verrannollinen termiin ρ−
1
3 . Ekvivalentti magneettinen pintavirtatiheys saadaan
normaalivektorin ja sa¨hko¨kenta¨n ristitulona, joten myo¨s ta¨ma¨ on singulaarinen. Te-
kema¨lla¨ samanlainen analyysi magneettikenta¨lle, huomataan seka¨ magneettikenta¨n
etta¨ sa¨hko¨isen pintavirtatiheyden olevan singulaarisia antisymmetrisessa¨ tapaukses-
sa. Kannattaa myo¨s huomata, etta¨ voimakkain singulaarisuus on samansuuruinen
kuin ideaalijohtavan kulman tapauksessa.
2.5 Sirontaa kuvaavat suureet
Ta¨ssa¨ kappaleessa esiteella¨a¨n suureita, joiden avulla voidaan kuvata kappaleiden
sirontaominaisuuksia. Tunnetuin sirontaa kuvaava suure lienee tutkapoikkipinta, jo-
ka kuvaa kappaleen kykya¨ na¨kya¨ tutkassa. Lisa¨ksi esitella¨a¨n polarisoituvuus, jonka
avulla voidaan kuvata kappaleen sirontaominaisuuksia matalalla taajuudella.
2.5.1 Tutkapoikkipinta
Tutkapoikkipinta on suure, joka kuvaa kohteen kykya¨ sirottaa tutkan signaalia kohti
tutkan vastaanotinta. Vastaanotin voi sijaita eri paikassa kuin la¨hetin, jolloin kysees-
sa¨ on bistaaatinen tutka tai niiden ollessa samassa paikassa, puhutaan monostaatti-
sesta tutkasta. Suurin osa maailman tutkista on monostaattisia, joten useasti tutka-
poikkipinnalla tarkoitetaan kohteen takaisinsironnasta laskettua tutkapoikkipintaa.
Bistaattisesta tutkapoikkipinnasta ka¨yteta¨a¨n usein nimitysta¨ sirontapoikkipinta.
Tutkapoikkipinta eli RCS (Radar cross section) ma¨a¨ritella¨a¨n
σ = lim
r→∞
4πr2|Es|2
|Ep|2 , (57)
missa¨ Es on sironnut sa¨hko¨kentta¨ eta¨isyydella¨ r kohteesta ja Ep on hera¨tta¨va¨ sa¨h-
ko¨kentta¨.
Kappaleen sirontapoikkipintaan vaikuttavat kappaleen geometrinen poikkipinta, pin-
nan materiaali ja suuntaavuus. Suuntaavuudella tarkoitetaan tutkan suuntaan siron-
nutta tehotiheytta¨ verrattuna keskima¨a¨ra¨iseen sironneeseen tehotiheyteen. On hyva¨
huomata, etta¨ suuntaavuus riippuu voimakkaasti kappaleen asennosta ja aallonpi-
tuudesta, koska pienikin muutos na¨issa¨ voi aiheuttaa joko voimistavan tai heikenta¨-
va¨n interferenssin. Ta¨sta¨ syysta¨ myo¨s sirontapoikkipinnalla on voimakas riippuvuus
aallonpituudesta ja kappaleen asennosta.
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Integroimalla sirontapoikkipintaa koko avaruuskulman yli saadaan kokonaissironta-
poikkipinta. Jakamalla ta¨ma¨ suure sirottajan geometrisella poikkipinnalla saadaan
suure nimelta¨ sirontatehokkuus, joka ma¨a¨ritella¨a¨n
Qsca =
σsca
A
=
1
A
1
4π
∫
4π
σ dΩ, (58)
missa¨ A on geometrinen poikkipinta.
2.5.2 Staattinen polarisoituvuus
Statiikassa ka¨yteta¨a¨n usein suuretta sa¨hko¨inen polarisoituvuus αe, joka kuvaa staat-
tisen sa¨hko¨kenta¨n Est suhdetta sen aiheuttamaan dipolimomenttiin pe
pe = αeEst. (59)
Vastaavasti staattinen magneettikentta¨Hst aiheuttaa magneettisen dipolimomentin
pm = αmHst, (60)
missa¨ αm on magneettinen polarisoituvuus. Yleisesti ottaen polarisoituvuus on dy-
adi, mutta symmetrisille isotrooppisille ja homogeenisille kappaleille se on skalaari.
Ma¨a¨ritella¨a¨n viela¨ normalisoitu sa¨hko¨inen ja magneettinen polarisoituvuus
αne =
αe
ǫ
V =
peV
ǫEst
(61)
αnm =
αm
µ
V =
pmV
µHst
, (62)
missa¨ V on kappaleen tilavuus ja µ ja ǫ ovat va¨liaineparametrit kappaleen ulkopuo-
lella.
Staattinen polarisoituvuus voidaan laskea numeerisesti tutkapoikkipinnan avulla
[14], koska riitta¨va¨n matalilla taajuuksilla sironnut sa¨hko¨kentta¨ voidaan laskea Hert-
zin dipolin kaukokenta¨sta¨. Oletetaan, etta¨ hyvin matalataajuinen lineaarisesti pola-
risoitunut tasoaalto etenee -z-akselin suuntaan kuvan 6 esitta¨ma¨lla¨ tavalla. Lisa¨ksi
hyvin pieni symmetrinen DB-kappale sijaitsee origossa.
Origossa oleva symmetrinen DB-kappale voidaan korvata y-akselin suuntaisella sa¨h-
ko¨isella¨ dipolilla pe ja x-akselin suuntaisella magneettisella dipolilla pm, koska ti-
lanne na¨ytta¨a¨ kappaleen kannalta staattiselta. Sa¨hko¨isen dipolin aiheuttama sa¨hko¨-
kentta¨ Es
pe
kaukana dipolista voidaan laskea kaavalla [15]
Es
pe
(r, θ, ϕ) =
eikr
4πr
ω2µpe × ur × ur, (63)
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Hp
Ep
k
r
pe
pm
x
y
z
θ
ϕ
Kuva 6: Origossa sijaitsevaan pieneen symmetriseen DB-kappaleeseen syntyy sa¨h-
ko¨inen dipolimomentti pe ulkoisen sa¨hko¨kenta¨n E
p johdosta, ja ulkoinen magneet-
tikentta¨ Hp synnytta¨a¨ magneettisen dipolimomentin pm.
missa¨ r on tarkastelupisteen paikkavektori, ur on vektorin r suuntainen yksikko¨-
vektori ja r on vektorin r pituus. Yksikko¨vektori ur voidaan myo¨s esitta¨a¨ muodossa
ur = ux sin θ cosϕ + uy sin θ sinϕ + uz cos θ. Vastaavasti magneettisen dipolin ai-
heuttama sa¨hko¨kentta¨ Es
pm
on
Es
pm
(r, θ, ϕ) = −e
ikr
4πr
ωkpm × ur. (64)
Dipolien aiheuttama kokonaissa¨hko¨kentta¨ Es saadaan summaamalla yhta¨lo¨t (63) ja
(64). Tarkastelemalla eteenpa¨insironnutta sa¨hko¨kentta¨a¨, eli tilannetta missa¨ kulma
θ = π, saadaan kokonaissa¨hko¨kenta¨lle yhta¨lo¨
Es(r, 180, ϕ) =
eikr
4πr
(
ω2µ|pe|uy × (−uz)× (−uz)− ωk|pm|ux ×−(uz)
)
. (65)
Dipolimomentit on synnytetty tasoaallolla, joten sa¨hko¨- ja magneettikenttien ampli-
tudeilla on yhteys |Ep| = η|Hp|, missa¨ η on aaltoimpedanssi. Ka¨ytta¨ma¨lla¨ ta¨ta¨ hy-
va¨ksi ja yhta¨lo¨ita¨ (61) ja (62) saadaan kokonaissa¨hko¨kentta¨ esitettya¨ muodossa
Es = −e
ikr
4πr
kV |Ei|(αne + αnm)uy. (66)
Sijoittamalla yhta¨lo¨ (66) tutkapoikkipinnan ma¨a¨ritelma¨a¨n (57) saadaan yhta¨lo¨
|αne + αnm| =
√
4πσ
k2V
. (67)
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Symmetriselle DB-kappaleelle sa¨hko¨inen ja magneettinen polarisoituvuus ovat yhta¨-
suuria, koska DB-reunaehto on symmetrinen. Na¨in ollen sa¨hko¨inen ja magneettinen
polarisoituvuus voidaan laskea eteenpa¨insironneen tutkapoikkipinnan σ avulla
|αne | = |αnm| =
√
πσ
k2V
, (68)
jos taajuus on riitta¨va¨n matala.
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3 Pintaintegraaliyhta¨lo¨t
Ta¨ssa¨ kappaleessa johdetaan yleiset integraaliyhta¨lo¨t, joita voidaan ka¨ytta¨a¨ siron-
tatehta¨va¨n ratkaisemiseen. Lisa¨ksi esitella¨a¨n ekvivalenssiperiaate, jonka avulla muo-
dostetaan integraaliesitykset PEC- ja DB-kappaleen sirontatehta¨ville.
Lineaariselle, homogeeniselle ja isotrooppiselle va¨liaineelle la¨hdevirtatiheyksien ai-
heuttamat kenta¨t voidaan ratkaista vektorimuotoisista Helmholtzin yhta¨lo¨ista¨, jot-
ka saadaan ottamalla roottorit yhta¨lo¨ista¨ (17) ja (18)
∇×∇×E(r)− k2E(r) = iωµJs(r)−∇×M s(r), (69)
∇×∇×H(r)− k2H(r) = iωǫM s(r) +∇× J s(r), (70)
missa¨ k = ω
√
ǫµ on aaltoluku. Oletetaan, etta¨ ylla¨olevat yhta¨lo¨t halutaan ratkaista
alueessa, joka sisa¨lta¨a¨ seka¨ la¨hteita¨ etta¨ alueita, missa¨ va¨liaineparametrit eroavat
toisistaan.
Esitella¨a¨n ensiksi vapaan tilan Greenin funktio
G(r, r′) =
eik|r−r
′|
4π|r − r′| , (71)
missa¨ r′ on la¨hdepiste ja r on tarkastelupiste. Greenin funktio on skalaarisen Helm-
holtzin yhta¨lo¨n perusratkaisu eli se toteuttaa yhta¨lo¨n
∇2G(r, r′) + k2G(r, r′) = −δ(r, r′), (72)
missa¨ δ on deltafunktio
∫
δ(r, r′)u(r′) dV ′ = u(r). (73)
Oletetaan tilanne, missa¨ la¨hdepiste r′ on alueessa V tai pinnalla Σ = S1 + S2 + S3,
joka on alueen V pinta kuvan 7 tapaan, ja kentta¨piste r on missa¨ tahansa avaruuden
pisteessa¨. Vektori n′ on pinnan Σ yksikko¨normaali, joka osoittaa tilavuuteen V .
Greenin teoreeman mukaan yhta¨lo¨
∫
V
(Q · ∇′ ×∇′ ×P −P · ∇′ ×∇′ ×Q) dV ′
= −
∫
Σ
(P ×∇′ ×Q−Q×∇′ ×P ) · n′ dS
(74)
on voimassa, jos vektorifunktioiden P ja Q ensimma¨iset ja toiset derivaatat ovat
jatkuvia pinnalla Σ.
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o
S1
S2
S3
V1
V2
V ′
n′
n′
n′
n′
r
r′
R
Vs
r0
Ss
Kuva 7: Singulaarisuusongelma voidaan poistaa muodostamalla uusi alue Vs siten,
etta¨ kentta¨piste r on sen sisa¨lla¨, jolloin kentta¨piste ja la¨hdepiste r′ ovat aina eri
alueissa.
Valitaan vektorifunktiot P ja Q siten, etta¨
P = E(r′)
Q = aˆG(r, r′),
(75)
missa¨ aˆ on mielivaltaiseen suuntaan osoittava vakiovektori. Na¨ita¨ valintoja ei kui-
tenkaan voida suoraan sijoittaa Greenin teoreemaan, jos r ∈ V tai r ∈ Σ, koska
Greenin funktion gradientti on voimakkaasti singulaarinen pisteessa¨ r = r′. Lisa¨ksi
sa¨hko¨kentta¨ E ei toteuta vaadittavia ehtoja, jos pinta ei ole silea¨. Vektorifunktiot
P ja Q voitaisiin valita myo¨s muulla tavalla. Viitteessa¨ [16] on esitetty muutamia
vaihtoehtoisia tapoja valita funktiot P ja Q.
Singulaarisuusongelma voidaan poistaa muodostomalla uusi alue Vs, joka on r0-
sa¨teinen pallo, jonka keskipiste on pisteessa¨ r kuvan 7 mukaan [17]. Na¨in ollen alue
V on korvattu alueella V ′ = V −Vs ja pinta Σ on korvattu pinnalla Σ′ = Σ−Ss. Nyt
integraalit tilavuuden V ′ ja pinnan Σ′ yli on hyvin ma¨a¨ritelty, koska r ei ole alueessa
V ′ tai pinnalla Σ′. Integraalit alueen Vs ja pinnan Ss yli voidaan laskea erikseen.
Sijoittamalla E ja aˆG Greenin teoreemaan ja ka¨ytta¨ma¨lla¨ hyva¨ksi Maxwellin yhta¨-
lo¨ita¨ (17-20) ja yhta¨lo¨ita¨ (69) ja (70), saadaan pitkien vektorioperaatioiden ja¨lkeen
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[18] yhta¨lo¨
∫
V ′
(
iωµJ sG−M s ×∇′G+ ρs
ǫ
∇′G
)
dV ′
=
∫
Σ′
(iωµ(n′ ×H)G+ (n′ ×E)×∇′G+ (n′ ·E)∇′G) dS ′.
(76)
Tutkitaan tilannetta, missa¨ kentta¨piste r on pinnalla S1. Muodostetaan pinta S1
uudestaan kuvan 8 mukaan siten, etta¨ S1 = S11 + S1s ja pinta Ss on kiinni pinnassa
S1s. Vektorit n
′
s ja n
′
1s ovat pintojen Ss ja S1s yksikko¨sisa¨normaalit pisteessa¨ r
′.
o
S1 = S1s + S11
S2
S3
V2
V ′
n′
n′
n′
n′
r′
r
R
r0
n′s
n′1s S1s
S11
Ss
Kuva 8: Jos kentta¨piste r on pinnalla S1 ja r − r′ → 0 , pintaintegraali voidaan
laskea korvaamalla pinta S1 pinnoilla S11 ja S1s.
Annetaan sa¨teen r0 la¨hestya¨ nollaa, jolloin kentta¨piste r on a¨a¨retto¨ma¨n la¨hella¨ pin-
taa S1. Nyt pintaintegraali yhta¨lo¨sta¨ (76) voidaan esitta¨a¨ muodossa
lim
r0→0
[∫
Ss
+
∫
S1s
+
∫
S11
+
∫
S2
+
∫
S3
]
× (iωµ(n′ ×H)G+ (n′ ×E)×∇′G+ (n′ ·E)∇′G) dS ′.
(77)
Integraali pintojen Ss ja S1s yli voidaan laskea pa¨a¨arvomielessa¨. Greenin funktion
gradientti on
∇′G = 1− ikR
4πR2
eikR
r − r′
R
. (78)
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Koska R = r0 = |r − r′| → 0, voidaan vaihetermit unohtaa Greenin funktiosta ja
sen gradientista. Na¨in ollen integraali pintojen Ss ja S1s yli saadaan muotoon
I = lim
r0→0
[∫
Ss
+
∫
S1s
]
× (iωµ(n′ ×H)G+ (n′ ×E)×∇′G+ (n′ ·E)∇′G) dS ′
= lim
r0→0
[
E(r)
∫
Ss
n′s · n′s
4πR2
dS ′ +E(r)
∫
S1s
n′1s · n′1s
4πR2
dS ′
]
.
(79)
Avaruuskulman ma¨a¨ritelma¨n mukaan
∫
Ss
n′s · n′s
R2
dS ′ (80)
on pinnan Ss avaruuskulma, mika¨ na¨kyy pisteesta¨ r. Vastaavasti
∫
S1s
n′1s · n′1s
R2
dS ′ (81)
on pisteesta¨ r na¨kyva¨ pinnan S1s avaruuskulma, joten integraali voidaan esitta¨a¨
muodossa
I = E(r)
[
1− Ω
4π
]
, (82)
missa¨
Ω =


2π, r ∈ Σ
4π, r ∈ V1
0, muualla.
(83)
Jos r on pinnalla Σ ja pinta ei ole silea¨, kenttien pita¨a¨ olla integroituvia [19]. Sa-
manlainen tarkastelu voidaan tehda¨ kaikille pinnoille ja alueille, joten yhta¨lo¨ (76)
voidaan esitta¨a¨ muodossa
[
1− Ω
4π
]
E(r) =
∫
V
(
iωµJsG−M s ×∇′G+ ρsǫ ∇′G
)
dV ′
− ∫
Σ
(iωµ(n′ ×H)G+ (n′ ×E)×∇′G+ (n′ ·E)∇′G) dS ′,
(84)
ja samalla tavalla magneettikenta¨lle saadaan yhta¨lo¨
[
1− Ω
4π
]
H(r) =
∫
V
(
iωǫM sG+ J s ×∇′G+ msµ ∇′G
)
dV ′
− ∫
Σ
(−iωǫ(n′ ×E)G+ (n′ ×H)×∇′G+ (n′ ·H)∇′G) dS ′.
(85)
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Yhta¨lo¨t (84) ja (85) toteuttavat Maxwellin yhta¨lo¨t, jos sopivat jatkuvuusehdot [20]
on voimassa.
3.1 Ekvivalenssiperiaate
Johdetaan seuraavaksi pintaintegraaliesitykset kentille sirottajan ulkopuolella, joita
tarvitaan sirontatehta¨va¨n ratkaisuun. Oletetaan tilanne, missa¨ kenttien la¨hteet si-
jaitsevat alueessa D1 ja alue D2 on la¨hteeto¨n, kuten kuvassa 9 on esitetty. Nyt pinta
S vastaa yhta¨lo¨iden (84) ja (85) pintaa Σ ja alue V aluetta D2. Koska alue D2 on
la¨hteeto¨n, eli J s, M s, ρs ja ms ovat nollia, tilavuusintegraalista tulee nolla.
E,HE,H
E,H
D2 D2
n
E =H = 0
SS
M = −n×E
J = n×H
D1
D1
Kuva 9: Ekvivalenssiperiaate kun la¨hteet ovat alueenD2 ulkopuolella ja kentta¨piste r
on alueen sisa¨puolella. Kenta¨t alueessa D2 voidaan ma¨a¨ra¨ta¨ yksika¨sitteisesti pinnalla
S olevien ekvivalenttien pintavirtatiheyksien J ja M avulla.
Prima¨a¨rikenttien la¨hteet ovat alueessa D1, joten kenta¨t alueessa D2 toteuttavat ho-
mogeeniset Maxwellin yhta¨lo¨t.
Ma¨a¨rittelema¨lla¨ integraalioperaattorit
K(F )(r) = ∇× S(F )(r), (86)
S(F )(r) =
∫
S
G(r, r′)F (r′) dS(r), (87)
voidaan prima¨a¨rikenta¨t alueessa D2 esitta¨a¨ alueen D1 parametreilla
−∇S1(n ·Ep) + iωµ1S1(n×Hp) +K1(n×Ep) =


0, r ∈ D1,
−1
2
Ep(r), r ∈ S,
−Ep(r), r ∈ D2,
(88)
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−∇S1(n ·Hp)− iωǫ1S1(n×Ep) +K1(n×Hp) =


0, r ∈ D1,
−1
2
Hp(r), r ∈ S,
−Hp(r), r ∈ D2.
(89)
Prima¨a¨rikenttien edessa¨ oleva miinusmerkki johtuu siita¨, etta¨ normaalivektori on
ma¨a¨ritelty osoittamaan alueesta D2 ulospa¨in.
Alueen D2 sirottajaa voidaan pita¨a¨ alueeseen D1 sironneiden kenttien la¨hteina¨. Kos-
ka sekunda¨a¨rikenttien la¨hteet ovat alueessa D2, voidaan sekunda¨a¨rikenta¨t esitta¨a¨
alueessa D1 alueen D1 parametreilla
E,H
E,H
E,H
D2 D2
D1
D1 n
E =H = 0
SS
M = −n×E
J = n×H
Kuva 10: Ekvivalenssiperiaate kun la¨hteet ovat alueen D2 sisa¨puolella ja kentta¨piste
on alueessa D1. Kenta¨t alueessa D1 voidaan ma¨a¨ra¨ta¨ yksika¨sitteisesti pinnalla S
olevien ekvivalenttien pintavirtatiheyksien J ja M avulla.
−∇S1(n ·Es) + iωµ1S1(n×Hs) +K1(n×Es) =


Es(r), r ∈ D1,
1
2
Es(r), r ∈ S,
0, r ∈ D2,
(90)
−∇S1(n ·Hs)− iωǫ1S1(n×Es) +K1(n×Hs) =


Hs(r), r ∈ D1,
1
2
Hs(r), r ∈ S,
0, r ∈ D2.
(91)
Kokonaiskenta¨t E = Ep +Es ja H =Hp +Hs voidaan laskea summaamalla seka¨
sa¨hko¨kentta¨yhta¨lo¨t (88) ja (90) etta¨ magnettikentta¨yhta¨lo¨t (89) ja (91) puolittain.
Summaamalla prima¨a¨rikenta¨t yhta¨lo¨n molemmille puolille, saadaan kokonaiskentille
esitys
ΘE = −∇S(n ·E) + iωµS(J)−K(M) +Ep
ΘH = −∇S(n ·H) + iωǫS(M ) +K(J) +Hp,
(92)
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missa¨ ekvivalentti sa¨hko¨inen pintavirtatiheys J = n × (Hp + Hs), ekvivalentti
magneettinen pintavirtatiheys M = −n× (Ep +Es) ja
Θ =


1, r ∈ D1,
1
2
, r ∈ S,
0, r ∈ D2.
(93)
Esityksista¨ on ja¨tetty aluetta D1 kuvaavat alaindeksit pois eika¨ niita¨ jatkossa ka¨y-
teta¨, mutta parametrit liittyva¨t edelleen alueeseen D1. Soveltamalla yhta¨lo¨ita¨ (34)
∇s · J = iωn ·D = iωǫn ·E
∇s ·M = iωn ·B = iωµn ·H (94)
yhta¨lo¨ihin (92) ja ma¨a¨rittelema¨lla¨ integraalioperaattori
L(F )(r) = − 1
ik
∇S(∇′s · F )(r) + ikS(F )(r) (95)
voidaan integraaliesitykset esitta¨a¨ pelka¨sta¨a¨n ekvivalenttien pintavirtatiheyksien avul-
la kun ω 6= 0
Θ(r)E(r) = Ep(r) + ηL(J)(r)−K(M)(r) (96)
Θ(r)H(r) =Hp(r) +
1
η
L(M)(r) +K(J)(r), (97)
missa¨ η =
√
µ
ǫ
on aaltoimpedanssi.
3.2 Integraaliyhta¨lo¨t PEC-reunaehdolle
Ideaalisen sa¨hko¨isen johteen reunaehto eli PEC-reunaehto tarkoittaa, etta¨ sa¨hko¨ken-
ta¨n tangenttikomponentti ha¨via¨a¨ pinnalla, jolloin myo¨s ekvivalentti magneettinen
pintavirtatiheys on nolla
M = −n×E = 0. (98)
Kappaleen pinnalla olevat kenta¨t voidaan esitta¨a¨ pinnan suuntaisten ja pintaa vas-
taan kohtisuorassa olevien komponenttien avulla. Huygensin periaatteen mukaan
riitta¨a¨ tuntea pinnan suuntaiset komponentit kenttien laskemiseksi pinnan ulkopuo-
lella. Pinnan suuntaiset komponentit voidaan jakaa tangentiaalisiin ja n× kompo-
nentteihin, jotka ma¨a¨ritella¨a¨n
F tan = −n× n× F
F n = n× F ,
(99)
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missa¨ n on pinnan yksikko¨ulkonormaali.
Sijoittamalla reunaehto (98) yhta¨lo¨o¨n (96) ja ottamalla siita¨ tangenttikomponentti
saadaan tangentiaalinen sa¨hko¨kentta¨integraaliyhta¨lo¨
E
p
tan = −ηLtan(J), (100)
jota kutsutaan myo¨hemmin nimella¨ T -EFIEPEC. Ottamalla tangenttikomponentti
magneettikenta¨n integraaliesityksesta¨ (97) ja ka¨ytta¨ma¨lla¨ reunaehtoa (98) saadaan
tangentiaalinen magneettikentta¨integraaliyhta¨lo¨ T -MFIEPEC
H
p
tan = −
1
2
n× J −Ktan(J). (101)
Vastaavasti ottamalla ristitulot sa¨hko¨- ja magneettikenttien integraaliesityksista¨ (96)
ja (97) pinnan yksikko¨ulkonormaalin kanssa ja ka¨ytta¨ma¨lla¨ reunaehtoa (98) saadaan
sa¨hko¨- ja magneettikentta¨integraaliyhta¨lo¨t N -EFIEPEC ja N -MFIEPEC
n×Ep = −ηn× L(J) (102)
n×Hp = 1
2
J − n×K(J). (103)
Korkeilla taajuuksilla suljettujen pintojen tapauksessa na¨illa¨ yhta¨lo¨illa¨ on kuiten-
kin sisa¨resonanssiongelma, joka aiheuttaa ratkaisuun epa¨tarkkuutta. Ta¨ma¨ ongelma
voidaan poistaa yhdista¨ma¨lla¨ T -EFIEPEC ja N -MFIEPEC yhta¨lo¨t ja kertomalla
sopivalla vakiolla, jolloin saadaan yhdistettykentta¨integraaliyhta¨lo¨ J-CFIEPEC
1
η
E
p
tan + n×Hp =
1
2
J −Ltan(J)− n×K(J). (104)
Kirjain J nimen edessa¨ tulee siita¨, etta¨ yhta¨lo¨n laatu on sama kuin sa¨hko¨isella¨
pintavirtatiheydella¨ J .
Toinen vaihtoehto olisi muodostaa ekvivalentin magneettisen pintavirtatiheyden di-
mensiossa oleva yhdistettykentta¨integraaliyhta¨lo¨M-CFIEPEC yhdista¨ma¨lla¨ yhta¨lo¨t
N -EFIEPEC ja T -MFIEPEC .
3.3 Integraaliyhta¨lo¨t DB-reunaehdolle
Integraaliyhta¨lo¨t DB-kappaleelle voidaan johtaa yhta¨lo¨ista¨ (92). DB-pinnalla sa¨hko¨-
ja magneettivuontiheyksien pinnan normaalinsuuntaiset komponentit ha¨via¨va¨t eli
n ·D = 0 ja n ·B = 0. Lisa¨ksi Θ = 1
2
pinnalla, joten yhta¨lo¨t (92) yksinkertaistuvat
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muotoon
1
2
E = iωµS(J)−K(M) +Ep
1
2
H = iωǫS(M ) +K(J) +Hp.
(105)
Ka¨ytta¨ma¨lla¨ ekvivalenttien pintavirtatiheyksien ma¨a¨ritelmia¨ n ×H = J ja n ×
E = −M voidaan tangentiaaliset pintaintegraaliyhta¨lo¨t T -EFIEDB ja T -MFIEDB
esitta¨a¨ muodossa
E
p
tan = Ktan(M) + n× 12M − iωµStan(J)
H
p
tan = −Ktan(J)− n× 12J − iωǫStan(M).
(106)
Ottamalla yhta¨lo¨ista¨ puolittain ristitulot pinnan yksikko¨ulkonormaalin kanssa voi-
daan N -EFIEDB ja N -MFIEDB yhta¨lo¨t esitta¨a¨ muodossa
n×Ep = n×K(M)− 1
2
M − iωµn× S(J)
n×Hp = −n×K(J) + 1
2
J − iωǫn× S(M ).
(107)
Tangentiaaliset yhta¨lo¨t voidaan esitta¨a¨ myo¨s matriisimuodossa
(
E
p
tan
H
p
tan
)
=
(
n× I
2
+Ktan −iωµStan
−iωǫStan −n× I2 −Ktan
)(
M
J
)
, (108)
missa¨ I on identtinen operaattori eli I(f ) = f . Vastaavasti N -EFIEDB ja
N -MFIEDB yhta¨lo¨t matriisimuodossa ovat
(
n×Ep
n×Hp
)
=
(−I
2
+ n×K −iωµn× S
−iωǫn× S I
2
− n×K
)(
M
J
)
. (109)
3.3.1 Normalisoitu integraaliyhta¨lo¨
Katsomalla yhta¨lo¨ita¨ (108) ja (109) huomataan, etta¨ matriisin ei-diagonaalitermit
ovat eri laatua ja eri kokoisia, koska toisessa on kertoimena permittiivisyys ǫ ja toi-
sessa permeabiilisuus µ. Ta¨sta¨ syysta¨ matriisin balanssi on huono ja se voi aiheuttaa
ongelmia numeerisessa ratkaisussa. Ongelmasta pa¨a¨sta¨a¨n eroon ka¨ytta¨ma¨lla¨ norma-
lisoituja kenttia¨ ja pintavirtatiheyksia¨.
Normalisoidaan sa¨hko¨- ja magneettikenta¨t viitteessa¨ [21] esitetylla¨ tavalla
E˜ =
√
ǫE
H˜ =
√
µH ,
(110)
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jolloin normalisoiduiksi pintavirtatiheyksiksi saadaan
J˜ = n×√µH = √µJ
M˜ = −n×√ǫE = √ǫM . (111)
Normalisoidut tangentiaaliset integraaliyhta¨lo¨t voidaan siis esitta¨a¨ muodossa
(
E˜
p
tan
H˜
p
tan
)
=
(
n× I
2
+Ktan −ikStan
−ikStan −n× I2 −Ktan
)(
M˜
J˜
)
(112)
ja n× yhta¨lo¨t
(
n× E˜p
n× H˜p
)
=
(− I
2
+ n×K −ikn× S
−ikn× S I
2
− n×K
)(
M˜
J˜
)
, (113)
missa¨ aaltoluku k = ω
√
ǫµ.
3.3.2 Yhdistetyt kentta¨integraaliyhta¨lo¨t DB-reunaehdolle
Pelkkien n× yhta¨lo¨iden ka¨ytto¨ suljetun pinnan tapauksessa aiheuttaa sisa¨resonans-
seja tietyilla¨ taajuuksilla, ja niita¨ syntyy paljon kappaleen ollessa suuri aallonpituu-
teen na¨hden. Ta¨llo¨in ongelman ratkaisu ei ole yksika¨sitteinen, ja ratkaisussa saattaa
olla epa¨tarkkuutta. Sisa¨resonanssien aiheuttamat ongelmat voidaan poistaa ka¨yt-
ta¨ma¨lla¨ yhdistettyja¨ kentta¨integraaliyhta¨lo¨ita¨, missa¨ kiinniteta¨a¨n pinnan tangentti-
komponentit ja n× komponentit.
Muodostetaan ensiksi sa¨hko¨isen pintavirtatiheyden laatua oleva yhdistetty kentta¨in-
tegraaliyhta¨lo¨ ja kutsutaan sita¨ lyhenteella¨ J-CFIEDB.
J-CFIEDB :
1
η
T -EFIEDB +N -MFIEDB (114)
Sijoittamalla tangentiaalinen sa¨hko¨kentta¨integraaliyhta¨lo¨ T -EFIEDB (106) ja
N -MFIEDB (107), J-CFIEDB yhta¨lo¨ksi saadaan
1
η
E
p
tan + n×Hp = 12ηn×M − 1η iωµStan(J)
+ 1
η
Ktan(M) + 12J − iωǫn× S(M )− n×K(J).
(115)
Vastaavasti magneettisen pintavirtatiheyden laatua oleva yhdistetty kentta¨integraa-
liyhta¨lo¨ eli M-CFIEDB voidaan esitta¨a¨ seuraavasti
M-CFIEDB : −N -EFIEDB + η T -MFIEDB (116)
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ja sijoittamalla yhta¨lo¨t saadaan
−n×Ep + ηHptan = 12M + iωµn× S(J)− n×K(M )
−η 1
2
n× J − iωηǫStan(M)− ηKtan(J).
(117)
Yhdistetyt kentta¨integraaliyhta¨lo¨t DB-pinnalla JM-CFIEDB matriisimuodossa on
(
1
η
E
p
tan + n×Hp
−n×Ep + ηHptan
)
=
( −1
η
iωµStan − n×K + 12I 1ηKtan − iωǫn× S + 12ηn× I
iωµn× S − ηKtan − η2n× I −iηωǫStan − n×K + 12I
)(
J
M
)
. (118)
Ka¨ytta¨ma¨lla¨ normalisoituja kenttia¨ ja pintavirtatiheyksia¨ voidaan yhdistetyt kent-
ta¨integraaliyhta¨lo¨t esitta¨a¨ muodossa
(
E˜
p
tan + n× H˜p
−n× E˜p + H˜ptan
)
=
( −ikStan − n×K + 12I Ktan − ikn× S + n× 12I
−Ktan + ikn× S − n× 12I −ikStan − n×K + 12I
)(
J˜
M˜
)
. (119)
3.4 Sironneet kenta¨t
Jos kappaleen pinnalla olevat ekvivalentit sa¨hko¨iset ja magneettiset pintavirtatihey-
det tunnetaan, voidaan sironneet sa¨hko¨- ja magneettikenta¨t laskea pintaintegraaliyh-
ta¨lo¨esityksista¨ (92) missa¨ tahansa pisteessa¨ pinnan ulkopuolella. Sironneiden kent-
tien aiheuttajat ovat nyt kappaleen pinnalla olevat pintavirtatiheydet J ja M . Si-
rottajan ulkopuolella Ω = 1, joten sironneet kenta¨t DB-reunaehdon tapauksessa
voidaan laskea yhta¨lo¨ista¨
Es(r) = iωµS(J)(r)−K(M )(r)
Hs(r) = iωǫS(M )(r) +K(J)(r),
(120)
missa¨ r on mika¨ tahansa pinnan ulkopuolella oleva piste, missa¨ sironneet kenta¨t
halutaan laskea. Vastaavasti PEC-kappaleesta sironneet kenta¨t saadaan laskettua
yhta¨lo¨ista¨
Es(r) = ηL(J)(r)
Hs(r) = K(J)(r).
(121)
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Tarkastelupisteen ja kappaleen va¨lisen eta¨isyyden ollessa huomattavasti suurempi
kuin kappaleen fyysiset mitat ja aallonpituus voidaan sironneet sa¨hko¨- ja magneet-
tikenta¨t laskea kaukokentta¨approksimaatiosta
Esfar(r) = −iωµ
eikr
4πr
(rˆ × rˆ ×
∫
S′
eikr
′·rˆJ(r′)dS ′) (122)
−ik e
ikr
4πr
rˆ ×
∫
S′
eikr
′·rˆM(r′)dS ′
Hsfar(r) =
1
η
rˆ ×Esfar, (123)
missa¨ r on kentta¨piste, r = |r|, rˆ = r
r
ja r′ on la¨hdepiste kappaleen pinnalla. Kauko-
kentta¨approksimaation etuna suoraan ratkaisuun verrattuna on sen yksinkertaisuus,
jolloin kenttien laskentaan kuluva aika on huomattavasti lyhyempi.
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4 Momenttimenetelma¨
Momenttimenetelma¨lla¨, joka tunnetaan lyhenteella¨ MoM (Method of Moments) [22],
tarkoitetaan menetelma¨a¨, missa¨ jatkuvat integraaliyhta¨lo¨t diskretoidaan ja muu-
tetaan lineaariseksi yhta¨lo¨ryhma¨ksi eli matriisiyhta¨lo¨ksi. Joskus momenttimenetel-
ma¨lla¨ tarkoitetaan myo¨s koko pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨a¨. Integraaliyhta¨lo¨iden
tuntemattomat pintavirtatiheydet diskretoidaan esitta¨ma¨lla¨ ne tunnettujen kanta-
funktioiden lineaariyhdisteena¨. Integraaliyhta¨lo¨t diskretoidaan ja muutetaan matrii-
siyhta¨lo¨ksi ka¨ytta¨ma¨lla¨ testausprosessia. Ta¨ssa¨ kappaleessa esitella¨a¨n pintavirtati-
heyksien diskretointi, tyo¨ssa¨ ka¨ytetyt kantafunktiot ja Galerkin testausprosessi.
4.1 Pintavirtatiheyksien diskretointi
Pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨ssa¨ tuntemattomia ovat hera¨tta¨va¨n kenta¨n indusoi-
mat ekvivalentit sa¨hko¨iset ja magneettiset pintavirtatiheydet J˜ ja M˜ . Numeerista
ratkaisua varten na¨ma¨ pintavirtatiheydet pita¨a¨ diskretoida. Ta¨ma¨ tapahtuu approk-
simoimalla ekvivalentteja sa¨hko¨isia¨ ja magneettisia pintavirtatiheyksia¨ tunnettujen
kantafunktioiden fn lineaariyhdisteena¨
J˜(r) ≈
N∑
n=1
cnfn(r) (124)
M˜ (r) ≈
N∑
n=1
bnfn(r), (125)
missa¨ cn ja bn ovat tuntemattomia kertoimia ja N on kantafunktioiden lukuma¨a¨-
ra¨. Sijoittamalla ekvivalenttien pintavirtatiheyksien approksimaatiot N -EFIEDB
ja N -MFIEDB yhta¨lo¨ihin (113), saadaan
n× E˜p =
N∑
n=1
bnn×K(fn)−
N∑
n=1
bn
1
2
fn −
N∑
n=1
cnikn× S(fn) (126)
n× H˜p = −
N∑
n=1
cnn×K(fn) +
N∑
n=1
cn
1
2
fn −
N∑
n=1
bnikn× S(fn), (127)
jolloin tuntemattomiksi ja¨a¨ vain skalaariset kertoimet bn ja cn, missa¨ n = 1, ..., N .
Vastaavasti normalisoidut yhdistetyt kentta¨integraaliyhta¨lo¨t DB:lle CFIEDB voi-
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daan esitta¨a¨ muodossa
E˜
p
tan + n× H˜
p
=
N∑
n=1
bn
[
−ikStan(fn) +
1
2
fn − n×K(fn)
]
+
N∑
n=1
cn
[
−ikn× S(fn) + n×
1
2
fn +Ktan(fn)
] (128)
H˜
p
tan − n× E˜
p
=
N∑
n=1
bn
[
ikn× S(fn)−
1
2
n× fn −Ktan(fn)
]
+
N∑
n=1
cn
[
−ikStan(fn) +
1
2
fn − n×K(fn)
]
.
(129)
Ideaalisen sa¨hko¨isen johteen tapauksessa tangentiaalinen sa¨hko¨kentta¨integraaliyh-
ta¨lo¨ T -EFIEPEC voidaan kirjoittaa muodossa
E
p
tan = −
N∑
n=1
cnηL(fn)tan, (130)
ja yhdistetty kentta¨integraaliyhta¨lo¨ J-CFIEPEC on
1
η
E
p
tan + n×Hp =
1
2
N∑
n=1
cnfn −
N∑
n=1
cnL(fn)tan −
N∑
n=1
cnn×K(fn). (131)
Kantafunktioiden fn(r) valintaan vaikuttavat ratkaistavan ongelman ominaisuudet
ja niiden valinnalla on suuri merkitys ratkaisun tarkkuuteen. Ta¨ssa¨ tyo¨ssa¨ geomet-
ria on diskretoitu lineaarisilla kolmioelementeilla¨, joten pinta ei ole silea¨ kaikissa ta-
pauksissa. Kuvassa 11 na¨hda¨a¨n kolmioelementeilla¨ diskretoitu pallo ja kuutio. Dis-
kretoidun geometrian pinnalla tuntemattomien pintavirtatiheyksien elementtiverkon
sa¨rmien suuntaiset komponentit ovat epa¨jatkuvia, mutta sa¨rmia¨ vastaan kohtisuo-
rassa olevat komponentit ovat jatkuvia. Ta¨sta¨ syysta¨ kantafunktiot on hyva¨ valita
siten, etta¨ elementtiverkon sa¨rmilla¨ normaalikomponentit ovat jatkuvia ja sa¨rma¨n
suuntaiset ovat epa¨jatkuvia.
Diskretoidun geometrian pinnalla tuntemattomien pintavirtatiheyksien elementti-
verkon sa¨rmien suuntaiset komponentit ovat epa¨jatkuvia, mutta sa¨rmia¨ vastaan
kohtisuorassa olevat komponentit ovat jatkuvia. Ta¨sta¨ syysta¨ kantafunktiot on hy-
va¨ valita siten, etta¨ elementtiverkon sa¨rmilla¨ normaalikomponentit ovat jatkuvia ja
sa¨rma¨n suuntaiset ovat epa¨jatkuvia.
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Kuva 11: Kolmioelementeilla¨ diskretoitu pallo ja kuutio.
4.1.1 Muotofunktiot
Ennen kuin esitella¨a¨n kantafunktiot, ma¨a¨ritella¨a¨n niin sanotut muotofunktiot, joiden
avulla kantafunktiot voidaan esitta¨a¨. Muotofunktiot ovat yksinkertaisia funktioita,
jotka saavat nollasta poikkeavia arvoja ainoastaan yhden elementin alueella siten,
etta¨ ne saavat arvon yksi yhdessa¨ elementin noodipisteessa¨ ja arvon nolla muissa
pisteissa¨ ja ovat p-asteisia polynomeja muualla. Na¨in ollen muotofunktioiden avulla
voidaan muodostaa funktion p-asteinen interpolaatio kolmion sisa¨lle, jos tunnetaan
funktion arvot kolmion noodipisteissa¨.
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Kuva 12: Lineaariset muotofunktiot referenssikolmiolla. Lineaariset muotofunktiot
saavat arvon yksi yhdessa¨ kolmion ka¨rkipisteessa¨ ja arvon nolla muissa ka¨rkipisteis-
sa¨, ja ne ovat lineaarisia kolmion sisa¨lla¨.
Ma¨a¨ritella¨a¨n lineaariset muotofunktiot referenssikolmiolle Tˆ , jonka ka¨rkipisteet ovat
(0,0), (1,0) ja (0,1)
Nˆ1(ξ, η) = 1− ξ − η
Nˆ2(ξ, η) = ξ
Nˆ3(ξ, η) = η,
(132)
missa¨ (ξ, η) on piste referenssikolmiolla.
33
Muotofunktiot yleisella¨ kolmiolla Tn voidaan esitta¨a¨ lineaarisen kuvauksen Fn : Tˆ →
Tn avulla, joka ma¨a¨ritella¨a¨n
Fn(ξ, η) = (p2 − p1)ξ + (p3 − p1)η + p1, (133)
missa¨ pisteet p1, p2 ja p3 ovat yleisen kolmion Tn ka¨rkipisteet ja n on kolmion
indeksi.
p1
p2
p3
Fnη
ξ
Tˆ
Tn
Kuva 13: Lineaarikuvaus referenssikolmiolta yleiselle kolmiolle Fn : Tˆ → Tn. Refe-
renssikolmion piste (η, ξ) kuvautuu yleisen kolmion pisteeksi (x, y, z).
Na¨in ollen kuvaus Fn kuvaa referenssikolmion ka¨rkipisteet yleisen kolmion ka¨rkipis-
teiksi
Fn(0, 0)→ p1
Fn(1, 0)→ p2
Fn(0, 1)→ p3.
(134)
Muotofunktiot yleisella¨ 3D elementilla¨ Tn voidaan esitta¨a¨ muodossa
Nn,l(x, y, z) = Nˆl(F−1n (x, y, z)), (135)
missa¨ F−1n on kuvauksen Fn ka¨a¨nteiskuvaus ja l on muotofunktion lokaali indeksi
kolmiolla.
Muotofunktioiden pintagradientit voidaan laskea kaavasta
∇sNn,l = − ll
2An
ml, (136)
missa¨ An on kolmion pinta-ala ja ml on kolmion ka¨rkipistetta¨ pl vastapa¨a¨ta¨ olevan
sa¨rma¨n el yksikko¨ulkonormaali ja ll on kyseisen sa¨rma¨n pituus. Kuvassa 14 na¨hda¨a¨n
yleisen kolmioelementin lokaali indeksointi.
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Kuva 14: Yleisen kolmion ka¨rkipisteiden ja sa¨rmien lokaali indeksointi.
Ma¨a¨ritella¨a¨n viela¨ kolmion sa¨rmien suuntaiset vektorit seuraavalla tavalla
u1 = p3 − p2
u2 = p1 − p3
u3 = p2 − p1.
(137)
4.1.2 RWG-kantafunktiot
RWG (Rao-Wilton-Glisson)-kantafunktiot [23] ovat yleisesti ka¨ytettyja¨ kantafunk-
tioita pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨ssa¨. Ne ovat niin sanottuja sekakertaluvun di-
vergenssikantafunktioita. Kantafunktion sa¨rma¨n suuntainen komponentti on lineaa-
rinen eli astetta yksi tai nolla. Sa¨rma¨a¨ vastaan kohtisuora komponentti on vakio eli
astetta nolla. RWG-kantafunktioiden avulla esitettyjen funktioiden sa¨rma¨a¨ vastaan
kohtisuora komponentti on jatkuva ja sa¨rma¨n suuntainen epa¨jatkuva. Lisa¨ksi niiden
pintadivergenssi on a¨a¨rellinen.
RWG-kantafunktiot voidaan esitta¨a¨ edellisessa¨ kappaleessa mainittujen muotofunk-
tioiden avulla. Olkoon Nn1,l ja Nn1,l+1 ensimma¨isen asteen muotofunktiot, jotka liit-
tyva¨t elementin Tn1 sa¨rma¨a¨n el+2, ja elementin Tn2 sa¨rma¨a¨n ek+2 liittyva¨t muoto-
funktiot ovat Nn2,k ja Nn2,k+1. Ma¨a¨ritella¨a¨n kantafunktiot elementtien Tn1 ja Tn2
yhteiselle sa¨rma¨lle seuraavasti
fRWGn (r) =


−Lnnn1 × (Nn1,l∇sNn1,l+1 −Nn1,l+1∇sNn1,l), josr ∈ Tn1 ,
Lnnn2 × (Nn2,k∇sNn2,k+1 −Nn2,k+1∇sNn2,k), josr ∈ Tn2 ,
0 muualla,
(138)
missa¨ nn1 ja nn2 ovat kolmioiden Tn1 ja Tn2 yksikko¨ulkonormaalivektorit ja¨rjestyk-
sessa¨ ja Ln on yhteisen sa¨rma¨n pituus.
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Kuva 15: RWG-kantafunktio ma¨a¨ritella¨a¨n kolmioparin yhteiselle sa¨rma¨lle.
Sijoittamalla ylla¨oleviin ma¨a¨ritelmiin muotofunktioiden gradientit voidaan RWG-
kantafunktio esitta¨a¨ muodossa
fRWGn (r) =


− Ln
2An1
[un1,l+1Nn1,l − un1,lNn1,l+1] , jos r ∈ Tn1 ,
Ln
2An2
[un2,k+1Nn2,k − un2,lNn2,k+1] , jos r ∈ Tn2 ,
0 muualla,
(139)
missa¨ uni,j on kolmion Tni sa¨rma¨n ej suuntainen vektori ja An1 ja An2 ovat kolmioi-
den pinta-alat.
Vaihtoehtoinen tapa ma¨a¨ritella¨ RWG-kantafunktiot on [23]
fRWGn (r) =


Ln
2An1
(r − pn1), jos r ∈ Tn1
− Ln
2An2
(r − pn2), jos r ∈ Tn2
0 muualla,
(140)
missa¨ pn1 ja pn2 ovat kolmioiden pisteet, jotka ovat yhteista¨ sa¨rma¨a¨ vastapa¨a¨ta¨.
RWG-kantafunktion pintadivergenssi on paloittain vakio ja se voidaan laskea kaa-
vasta
∇s · fRWGn (r) =


Ln
An1
, jos r ∈ Tn1
− Ln
An2
, jos r ∈ Tn2
0 muualla,
(141)
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Kuva 16: RWG-kantafunktio yleisella¨ kolmioparilla.
4.1.3 Lineaariset kantafunktiot
Lineaarisen kantafunktion nimi tulee siita¨, etta¨ elementtiverkon sa¨rma¨n suuntaiset
ja sa¨rma¨a¨ vastaan kohtisuorat komponentit ovat lineaarisia tai nollia. Na¨in ollen
niilla¨ saadaan ensimma¨isen asteen esitys molemmille komponenteille. Ma¨a¨ritella¨a¨n
lineaarinen kantafunktio fLLn kuvan 15 elementtien Tn1 ja Tn2 yhteiselle sa¨rma¨lle
ka¨ytta¨ma¨lla¨ ensimma¨isen asteen muotofunktioita
fLLn (r) =


−Lnn1 × (Nn1,l∇sNn1,l+1 +Nn1,l+1∇sNn1,l), jos r ∈ Tn1 ,
Lnn2 × (Nn2,k∇sNn2,k+1 +Nn2,k+1∇sNn2,k), josr ∈ Tn2 ,
0 muualla.
(142)
Sijoittamalla muotofunktioiden gradientit lineaariset kantafunktiot voidaan esitta¨a¨
muodossa
fLLn (r) =


− Ln
2An1
[un1,l+1Nn1,l + un1,lNn1,l+1] , josr ∈ Tn1 ,
Ln
2An2
[un2,k+1Nn2,k + un2,lNn2,k+1] , josr ∈ Tn2 ,
0 muualla.
(143)
Lisa¨ksi lineaarisen kantafunktion pintadivergenssi on nolla eli
∇s · fLLn = 0. (144)
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Kuva 17: Lineaarinen kantafunktio yleisella¨ kolmioparilla.
4.1.4 Silmukkakantafunktiot
DB-reunaehton mukaan ekvivalenttien pintavirtatiheyksien pintadivergenssien pita¨a¨
olla nollia, mutta RWG-kantafunktioiden pintadivergenssi on aina nollasta poikkea-
va. Na¨in ollen RWG-kantafunktiot eiva¨t itsessa¨a¨n toteuta DB-reunaehtoa. Ta¨ma¨
saattaa aiheuttaa ongelmia ratkaisun tarkkuuteen. Ongelma voidaan va¨ltta¨a¨ valit-
semalla kantafunktioksi divergenssitto¨ma¨t kantafunktiot, jolloin DB-reunaehto to-
teutuu myo¨s yhden kantafunktion alueella.
Silmukkakantafunktiot [24] liittyva¨t elementtiverkon solmupisteisiin siten, etta¨ ne
kierta¨va¨t kyseisen pisteen. Kiertosuunnan voi valita joko oikea- tai vasenka¨tiseksi.
Kuvassa 18 na¨hda¨a¨n pisteeseen pn liittyva¨n silmukkakantafunktion periaate.
Silmukkakantafunktio tekee silmukan pisteen ympa¨ri, jolloin sen pintadivergens-
si on nolla ja se muodostetaan summaamalla pisteeseen liittyvien sa¨rmien RWG-
kantafunktiot yhteen eli
f
loop
1 = f
′
1 + f
′
2 + f
′
3 + f
′
4 + f
′
5, (145)
missa¨ f ′i on sa¨rma¨lle eni liittyva¨ RWG kantafunktio jaettuna sa¨rma¨n pituudella.
Silmukkakantafunktioiden ma¨a¨ra¨ L:lla¨ elementilla¨ diskretoidulla geometrialla voi-
daan laskea kaavalla
L = V +N − 1, (146)
missa¨ V on solmupisteiden ma¨a¨ra¨ ja N on geometrian erillisten a¨a¨riviivojen ma¨a¨ra¨.
Erillisten a¨a¨riviivojen ma¨a¨ra¨ voidaan laskea Eulerin kaavan avulla
V −E + F = 2−N, (147)
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Kuva 18: Silmukkakantafunktio ma¨a¨ritella¨a¨n elementtiverkon solmupisteisiin. Sol-
mupisteisiin liityvien sa¨rmien RWG-kantafunktiot summataan yhteen siten, etta¨
kiertosuunta pysyy samana.
missa¨ E on sa¨rmien ma¨a¨ra¨ ja F kolmioiden ma¨a¨ra¨. Suljetulla pinnalla N = 0, joten
silmukkakantafunktioiden ma¨a¨ra¨ksi tulee L = V − 1. Na¨in ollen geometriaan ja¨a¨
yksi solmupiste, johon ei muodosteta kantafunktiota. Ta¨ma¨n solmupisteen voi valita
mielivaltaisesti.
Jos tehtava¨ssa¨ on kaksi eri tuntematonta esimerkiksi J ja M , molemmille tunte-
mattomille tarvitaan omat kantafuntiot. Ta¨llo¨in pita¨a¨ poistaa kaksi kantafunktiota,
yksi funktioon J liittyva¨ ja toinen funktioonM liittyva¨. Poistettavat kantafunktiot
eiva¨t saa liittya¨ samaan solmupisteeseen tai muuten yhta¨lo¨ryhma¨a¨n ja¨a¨ lineaarista
riippuvuutta.
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4.2 Yhta¨lo¨iden testaus Galerkinin menetelma¨lla¨
Integraaliyhta¨lo¨t muunnetaan matriisiyhta¨lo¨ksi ka¨ytta¨ma¨lla¨ testausprosessia, mis-
sa¨ yhta¨lo¨ista¨ otetaan puolittain pistetulot tunnettujen testifunktioiden tm (m =
1, ...,M) kanssa ja integroidaan pinnan yli. Testausprosessia, missa¨ testifunktiot
ovat samoja kuin kantafunktiot, kutsutaan Galerkinin menetelma¨ksi (tm = fn,
kun m = n). Ka¨ytta¨ma¨lla¨ Galerkinin menetelma¨a¨ normalisoituihin N -EFIEDB
ja N -MFIEDB yhta¨lo¨ihin (126, 127) saadaan
∫
S
fm · n× E˜
p
dS =
N∑
n=1
bn
∫
S
fm · n×K(fn) dS
−
N∑
n=1
bn
∫
S
1
2
fm · fn dS −
N∑
n=1
cnik
∫
S
fm · n× S(fn) dS
(148)
∫
S
fm · n× H˜
p
dS = −
N∑
n=1
cn
∫
S
fm · n×K(fn) dS
+
N∑
n=1
cn
∫
S
1
2
fm · fn dS −
N∑
n=1
bnik
∫
S
fm · n× S(fn) dS
(149)
kaikilla m,n = 1, ..., N , missa¨ integraali on pinnan S yli. Ylla¨olevat yhta¨lo¨t voidaan
kirjoittaa matriisimuodossa
Ax = b. (150)
Systeemimatriisi AnDB koostuu 4 eri lohkosta
AnDB =
(
A11mn A
12
mn
A21mn A
22
mn
)
, (151)
missa¨
A11mn =
∫
S
fm · n×K(fn) dS −
1
2
∫
S
fm · fn dS
A12mn = −ik
∫
S
fm · n× S(fn) dS
A21mn = −ik
∫
S
fm · n× S(fn) dS = A12mn
A22mn = −
∫
S
fm ·n×K(fn) dS +
1
2
∫
S
fm · fn dS = −A11mn,
(152)
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Vektori xnDB sisa¨lta¨a¨ tuntemattomat kertoimet seka¨ sa¨hko¨iselle etta¨ magneettiselle
pintavirtatiheydelle, ja la¨hdevektori bnDB sisa¨lta¨a¨ hera¨tta¨va¨t kenta¨t
xnDB =


b1
.
.
.
bn
c1
.
.
.
cn


, bnDB =


∫
S
f 1 · n× E˜
p
dS
.
.
.∫
S
fm · n× E˜
p
dS∫
S
f 1 · n× H˜
p
dS
.
.
.∫
S
fm · n× H˜
p
dS


. (153)
Vastaavasti normalisoidun yhdistetyn kentta¨integraaliyhta¨lo¨n systeemimatriisi tes-
tausprosessin ja¨lkeen voidaan esitta¨a¨ muodossa
ACFIEDB =
(
A11mn A
12
mn
A21mn A
22
mn
)
, (154)
missa¨
A11mn = −ik
∫
S
fm · S(fn) dS −
∫
S
fm · n×K(fn) dS +
1
2
∫
S
fm · fn dS
A12mn = −ik
∫
S
fm · n× S(fn) dS +
∫
S
fm · K(fn) dS +
1
2
∫
S
fm · n× fn dS
A21mn = ik
∫
S
fm ·n× S(fn) dS −
∫
S
fm · K(fn) dS −
1
2
∫
S
fm · n× fn dS
A22mn = −ik
∫
S
fm · S(fn) dS −
∫
S
fm · n×K(fn) dS +
1
2
∫
S
fm · fn dS,
(155)
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kun m,n = 1, ..., N ja la¨hdevektori
bCFIEDB =


∫
S
f 1 ·
(
E˜
p
+ n× H˜p
)
dS
.
.
.∫
S
fm ·
(
E˜
p
+ n× H˜p
)
dS∫
S
f1 ·
(
−n× E˜p + H˜p
)
dS
.
.
.∫
S
fm ·
(
−n× E˜p + H˜p
)
dS


. (156)
PEC-reunaehdon tapauksessa testausprosessi on samanlainen kuin DB-reunaehdon
tapauksessa, eli ka¨yteta¨a¨n Galerkinin menetelma¨a¨. Ottamalla puolittain pistetulot
testifunktioden ja T -EFIEPEC yhta¨lo¨n (130) va¨lilla¨ ja integroimalla pinnan yli,
saadaan systeemimatriisin alkioiksi
AT -EFIEPECmn = −η
∫
S
fm · L(fn) dS, m, n = 1, ..., N. (157)
La¨hdevektorin alkioiksi saadaan
bT -EFIEPECm =
∫
S
fm ·Ep dS, m = 1, ..., N. (158)
Yhdistetty kentta¨integraaliyhta¨lo¨ J-CFIEPEC muutetaan matriisimuotoon testaa-
malla yhta¨lo¨a¨ (131), jolloin matriisin alkiot ovat
AJ-CFIEPECmn =
1
2
∫
S
fm · fn dS −
∫
S
fm · L(fn) dS −
∫
S
fm · n×K(fn) dS, (159)
ja yhdistetyn kentta¨integraaliyhta¨lo¨n la¨hdevektorin alkiot on
bJ-CFIEPECm =
1
η
∫
S
fm ·Ep dS +
∫
S
fm ·n×Hp dS. (160)
Nyt on siis saatu nelja¨ lineaarista yhta¨lo¨ryhma¨a¨. N-formulaatio N -EFIEDB ja
N -MFIEDB ja yhdistetyt kentta¨integraaliyhta¨lo¨t CFIEDB DB-reunaehdolle, ja
tangentiaalinen sa¨hko¨kentta¨integraaliyhta¨lo¨ T -EFIEPEC ja yhdistetty kentta¨inte-
graaliyhta¨lo¨ J-CFIEPEC PEC-reunaehdolle. Lisa¨ksi olisi mahdollista ka¨ytta¨a¨ tan-
gentiaalisia T -EFIEDB ja T -MFIEDB yhta¨lo¨ita¨ DB-reunaehdolle ja N -MFIEPEC
42
yhta¨lo¨a¨ PEC-reunaehdolle. Seuraavassa kappaleessa tarkastellaan kuinka edella¨ esi-
teltyjen matriisien ja la¨hdevektoreiden alkiot voidaan numeerisesti laskea.
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5 Integraalien numeerinen laskeminen
Integraalien numeeriseen laskemiseen on monia eri vaihtoehtoja, mutta ta¨ssa¨ tyo¨s-
sa¨ on ka¨ytetty Gaussin kvadratuuria ja singulaaristen integraalien laskemiseen on
ka¨ytetty Duffyn menetelma¨a¨ [25]. Perusidea na¨issa¨ numeerisissa integroimismene-
telmissa¨ on kertoa integroitavan funktion arvoja ma¨a¨ra¨tyissa¨ pisteissa¨ tietyilla¨ pai-
nokertoimilla ja summaamalla na¨ma¨ yhteen eli
∫ b
a
f(x) d(x) ≈
K∑
k=1
wkf(xk), (161)
missa¨ wk ja xk ovat integroimismenetelma¨n painokertoimet ja pisteet.
5.1 Numeerinen integrointi kolmioelementilla¨
Koska geometrian pinta on diskretoitu ka¨ytta¨en kolmioelementteja¨, voidaan Gaussin
ja Duffyn painokertoimet ja -pisteet muodostaa ensin referenssikolmiolle, ja ta¨ma¨n
ja¨lkeen ne voidaan kuvata mielivaltaiselle kolmioelementille lineaarikuvauksen Fn
avulla. Referenssielementti on kolmio, jonka ka¨rkipisteet ovat (0,0), (1,0) ja (0,1).
Kuvassa 19 na¨hda¨a¨n Gaussin ja Duffyn integroimispisteet referenssielementilla¨.
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Kuva 19: Vasemmalla puolella on Gaussin integroimispisteet referenssielementilla¨ ja
oikealla puolella on Duffyn integroimispisteet referenssielementilla¨ singulaarisuuden
ollessa origossa.
Tarkastellaan integroituvan funktion f(r) numeerista integrointia yli mielivaltaisen
kolmion T , jonka ka¨rkipisteet ovat p1, p2 ja p3. Integraali yli mielivaltaisen kolmion
Tn voidaan muuttaa integraaliksi yli referenssikolmion Tˆ tekema¨lla¨ muuttujanvaih-
to r = F(rˆ), missa¨ rˆ on jonkin integroimismenetelma¨n piste referenssikolmiolla.
Integraali yli yleisen kolmion Tn voidaan esitta¨a¨ muodossa
∫
Tn
f(r) dS =
∫
Tˆ
f(Fn(rˆ))|det(JFn)| dSˆ, (162)
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missa¨ JFn on kuvauksen Fn(ξ, η) Jacobin matriisi
JFn =
[
∂Fn(ξ, η)
∂ξ
,
∂Fn(ξ, η)
∂η
]
. (163)
Kappaleessa 4.1.1 ma¨a¨riteltiin lineaarikuvaus
Fn(ξ, η) = (p2 − p1)ξ + (p3 − p1)η + p1, (164)
joten Jacobin matriisiksi saadaan
JFn = [p2 − p1,p3 − p1] . (165)
Jacobin matriisin determinantti on
|det(JFn)| = |(p2 − p1)× (p3 − p1)| = 2ATn, (166)
missa¨ ATn on kolmion Tn pinta-ala. Na¨in ollen integraali yli yleisen kolmion on
∫
Tn
f(r) dS ≈ 2ATn
K∑
k=1
wˆkf(Fn(rˆ)), (167)
missa¨ wˆk pisteeseen rˆ liittyva¨ jonkin integroimismenetelma¨n painokerroin.
5.2 Matriisialkioiden numeerinen laskeminen
Tarkastelemalla DB-reunaehdon N-formulaation ja yhdistetyn integraaliyhta¨lo¨n sys-
teemimatriiseja (152) ja (155) ja PEC-reunaehdon T-EFIE:n ja J-CFIE:n systeemi-
matriiseja (157) ja (159), na¨hda¨a¨n etta¨ matriisien alkiot muodostuvat vakioita lu-
kuunottamatta seitsa¨ma¨sta¨ eri integraalista
I1mn =
∫
S
fm · n× S(fn) dS, I2mn =
∫
S
fm · S(fn) dS
I3mn =
∫
S
fm ·n×K(fn) dS, I4mn =
∫
S
fm · K(fn) dS
I5mn =
∫
S
fm · n× fn dS, I6mn =
∫
S
fm · fn dS
I7mn =
∫
S
fm · L(fn) dS.
(168)
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Tarkastellaan ensiksi integraalia I1mn. Sijoittamalla yksikerrospotentiaali S integraa-
liin ja vaihtamalla piste- ja ristitulon paikat saadaan
I1mn = −
∫
S
n(r) · fm(r)×
∫
S
G(r, r′)fn(r
′) dS ′ dS. (169)
Pinnan S yli oleva integraali voidaan muuttaa integraaliksi yli kolmioiden. Testifunk-
tio fm saa nollasta poikkeavia arvoja kolmioilla Tmp , missa¨ p = 1, 2, ..., P . Vastaavas-
ti kantafunktio fn saa nollasta poikkeavia arvoja kolmioilla Tnq , missa¨ q = 1, 2, ..., Q.
P :n ja Q:n arvot riippuvat ka¨ytetyista¨ kanta- ja testifunktioista. RWG-funktioille
P = Q = 2. Nyt integraali (169) voidaan esitta¨a¨ muodossa
I1mn = −
P∑
p=1
Q∑
q=1
∫
Tmp
n(r) · fm(r)×
∫
Tnq
G(r, r′)fn(r
′) dS ′ dS. (170)
Ma¨a¨ritella¨a¨n integraali Iˆ1mn
Iˆ1mn = −
∫
Tmp
n(r) · fm(r)×
∫
Tnq
G(r, r′)fn(r
′) dS ′ dS, (171)
jolloin
I1mn =
P∑
p=1
Q∑
q=1
Iˆ1mn. (172)
Samalla tavalla integraalit Ijmn voidaan laskea integraalien Iˆ
j
mn avulla kaavalla
Ijmn =
P∑
p=1
Q∑
q=1
Iˆjmn, (173)
missa¨ j = 2, ..., 7.
Ero integraalien Iˆ1mn ja Iˆ
2
mn va¨lilla¨ on vain ristitulo, joten
Iˆ2mn =
∫
Tmp
fm(r)×
∫
Tnq
G(r, r′)fn(r
′) dS ′ dS. (174)
Integraalit (171) ja (174) voidaan laskea Gaussin kvadratuurilla, jos kolmiot Tn ja
Tm eiva¨t ole samat. Jos kolmiot ovat samat eli Tn = Tm, integraalin laskemiseen ka¨y-
teta¨a¨n Duffyn menetelma¨a¨. Ta¨ssa¨ tapauksessa kolmio jaetaan kolmeen alikolmioon
siten, etta¨ pisteesta¨ r tulee jokaisen alikolmion ka¨rkipiste. Kuva 20 esitta¨a¨ Duffyn
pisteet kuvattuna kolmelle alikolmiolle singulaarisuuden ollessa pisteessa¨ r.
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Kuva 20: Jos kolmiot Tm ja Tn ovat samat, jaetaan kolmio Tn kolmeen alikolmioon
pisteesta¨ r. Duffyn integroimispisteet kuvataan jokaiselle alikolmiolle siten, etta¨ re-
ferenssikolmion origo kuvautuu pisteeseen r.
Tarkastellaan seuraavaksi integraalia Iˆ3mn. Sijoittamalla siihen operaattoriK saadaan
Iˆ3mn =
∫
Tmp
fm(r) · n(r)×∇×
∫
Tnq
G(r, r′)fn(r
′) dS ′ dS. (175)
Viema¨lla¨ roottori integraalin sisa¨a¨n, ka¨ytta¨ma¨lla¨ yhta¨lo¨a¨ ∇G = −∇′G ja vaihta-
malla piste ja ristitulon paikkaa voidaan ylla¨oleva integraali esitta¨a¨ muodossa
Iˆ3mn =
∫
Tmp
n(r)× fm(r) ·
∫
Tnq
∇′G(r, r′)× fn(r′) dS ′ dS. (176)
Jakamalla gradientti pintaa vastaan kohtisuoraan ja pinnan suuntaiseen komponent-
tiin
∇′ = ∇′n +∇′s = n′∂n +∇′s = n′∂n − n′ × n′ ×∇′ (177)
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voidaan integraali (176) esitta¨a¨ muodossa
Iˆ3mn =
∫
Tmp
n(r)× fm(r) ·
∫
Tnp
∂′G(r, r′)
∂n(r′)
n(r′)× fn(r′) dS ′ dS
−
∫
Tmp
n(r)× fm(r) ·
∫
Tnq
n(r′)(∇′sG(r, r′) · n(r′)× fn(r′)) dS ′ dS.
(178)
Osittaisintegroimalla, ka¨ytta¨ma¨lla¨ Gaussin lausetta ja vaihtamalla integroimisja¨r-
jestysta¨ voidaan integraali kirjoittaa
Iˆ3mn =
∫
Tmp
n(r)× fm(r) ·
∫
Tnq
∂′G(r, r′)
∂n(r′)
n(r′)× fn(r′) dS ′ dS
+
∫
∂Tnq
(n(r′)×m(r′) · fn(r′))n(r′) ·
∫
Tmp
G(r, r′)n(r)× fm(r) dS dl′
−
∫
Tmp
n(r)× fm(r) · n(r′)
∫
Tnq
G(r, r′)∇′s · (n(r′)× fn(r′)) dS ′ dS,
(179)
missa¨ m(r′) on reunan ∂Tn yksikko¨ulkonormaalivektori. Samalla tavalla saadaan
integraali Iˆ4mn muotoon
Iˆ4mn = −
∫
Tmp
fm(r) ·
∫
Tnq
∂′G(r, r′)
∂n(r′)
n(r′)× fn(r′) dS ′ dS
−
∫
∂Tnq
(n(r′)×m(r′) · fn(r′))n(r′) ·
∫
Tmp
G(r, r′)fm(r) dS dl
′
+
∫
Tmp
fm(r) ·n(r′)
∫
Tnq
G(r, r′)∇′s · (n(r′)× fn(r′)) dS ′ dS.
(180)
On myo¨s hyva¨ huomata, etta¨ ka¨ytetta¨essa¨ RWG kantafunktioita kolmas termi ha¨-
via¨a¨ integraaleista (179) ja (180), koska n×RWG on divergenssito¨n. Silmukkakan-
tafunktiot saadaan summaamalla yhteen RWG-kantafunktioita, joten kolmas termi
on nolla myo¨s silmukkakantafunktioille. Lineaariselle kantafunktiolle
∇′s · (n(r′)× fLLn (r′)) = −
1
ATn
(ui · ui+1), (181)
missa¨ ui ja ui+1 kolmion Tn sa¨rmien vektorit, joihin kantafunktio fn ei liity ja ATn
on kolmion ala.
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Nyt integraalit (179) ja (180) eiva¨t ole ena¨a¨ niin voimakkaasti singulaarisia, koska
pintagradientti saatiin ha¨vitettya¨ sisa¨integraalista. Samalla kuitenkin kolmion Tn yli
oleva pintaintegraali muuttui yksiulotteiseksi integraaliksi sen sa¨rmien ∂Tn yli.
Greenin funktion normaaliderivaatta voidaan laskea analyyttisesti:
∂′G(r, r′)
∂n(r′)
=
eikR
R3
(ikR − 1)(r − r′) · n(r′), (182)
missa¨ R = |r − r′|. Jos testi- ja kantakolmiot ovat samat, Greenin funktion nor-
maaliderivaatta on nolla, joten yhta¨lo¨iden (179) ja (180) ensimma¨inen termi ei ole
singulaarinen ja se voidaan integroida ka¨ytta¨en Gaussin kvadratuuria. Kolmas termi
ei myo¨ska¨a¨n ole singulaarinen, koska integraali on nolla, jos kolmiot Tm ja Tn ovat
samassa tasossa.
Keskimma¨inen termi on singulaarinen, jos testikolmio Tn ja kantakolmio Tm jaka-
vat yhteisen sa¨rma¨n ja ovat eri tasossa. Jos kolmiot jakavat yhteisen sa¨rma¨n ja
ovat samassa tasossa, integraalista tulee nolla. Singulaarinen integraali voidaan las-
kea jakamalla testikolmio kahteen alikolmioon pisteesta¨ r′ eli sa¨rma¨lla¨ ∂Tn olevasta
Gaussin pisteesta¨ ja muodostamalla Duffyn integroimispisteet ja painokertoimet ali-
kolmioille. Kuvassa 21 na¨hda¨a¨n kolmion Tm alikolmioille muodostetut Duffyn pisteet
singulaarisessa tapauksessa.
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Kuva 21: Duffyn integroimispisteet kuvattuna kolmion Tn alikolmioille singulaari-
suuden ollessa yhteisella¨ sa¨rma¨lla¨.
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Integraalit Iˆ5mn ja Iˆ
6
mn eiva¨t sisa¨lla¨ Greenin funktiota, joten ne eiva¨t ole singulaarisia
ja ne voidaan integroida Gaussin menetelma¨lla¨.
Kirjoittamalla integraalin Iˆ7mn operaattori L auki
Iˆ7mn =
∫
Tmp
fm(r) ·
[
1
ik
∇S(∇′s · fn)(r) + ikS(fn)(r)
]
dS, (183)
huomataan, etta¨ ja¨lkimma¨inen termi on vakioita lukuunottamatta sama kuin Iˆ2mn.
Ensimma¨inen termi on puolestaan hypersingulaarinen, joten sita¨ pita¨a¨ muokata va¨-
hemma¨n singulaariseksi, koska hypersingulaarinen funktio ei ole integroituva. Osit-
taisintegroimalla ensimma¨ista¨ termia¨ saadaan
∫
Tmp
fm(r) ·
1
ik
∇S(∇′s · fn)(r) dS
= − 1
ik
∫
Tmp
∇s · fm(r)S(∇′s · fn)(r) dS +
1
ik
∫
Tmp
∇s · (fm(r)S(∇′s · fn)(r)) dS.
(184)
Soveltamalla divergenssilausetta integraalin (184) ja¨lkimma¨inen termi voidaan kir-
joittaa
1
ik
∫
Tmp
∇s · (fm(r)S(∇′s · fn)(r)) dS =
1
ik
∫
∂Tmp
mm(r) · fm(r)S(∇′s · fn)(r) dl,
(185)
missa¨ ∂Tm on kolmion Tm reuna ja mm on reunan ∂Tm yksikko¨ulkonormaali.
RWG-kantafunktioiden tapauksessa mm · fm on nolla kolmioparin muilla sa¨rmilla¨,
paitsi yhteisella¨ sa¨rma¨lla¨. Koska mm1 · fm1 = −mm2 · fm2 , integraalit kumoutuvat
ja integraali (185) saa arvon nolla kolmioparilla. Na¨in ollen integraali Iˆ7mn voidaan
esitta¨a¨ muodossa
Iˆ7mn = −
1
ik
∫
Tmp
∇s · fm(r)
∫
Tnq
G(r, r′)∇′s · fn(r′) dS ′ dS
+
∫
Tmp
fm(r) · ikS(fn)(r) dS.
(186)
RWG-kantafunktion divergenssi on paloittain vakio, joten integraali voidaan las-
kea Gaussin menetelma¨lla¨, jos kolmiot eiva¨t ole samat. Kolmioiden ollessa samat
jaetaan kantakolmio Gaussin integroimispisteesta¨ kolmeen osakolmioon ja muodos-
tetaan osakolmioille Duffyn integroimispisteet ja painot samalla periaatteella kuin
integraalin Iˆ1mn tapauksessa.
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La¨hdevektoreiden bnDB, bCFIEDB , bT−EFIEPEC ja bJ−CFIEPEC alkioiden laskeminen
voidaan tehda¨ suoraan Gaussin kvadratuurilla, koska ne eiva¨t ole singulaarisia, kun
la¨hde on kaukana.
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6 Tulokset
Ta¨ssa¨ kappaleessa esitella¨a¨n pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨lla¨ lasketut tulokset eri-
laisille DB- ja PEC-kappaleille. Sironta on laskettu pallolle, kuutiolle, laatikolle
ja puolipallolle. Lisa¨ksi pallolle, puolipallolle ja kuutiolle on laskettu polarisoitu-
vuus ka¨ytta¨en pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨a¨. Ekvivalenttien pintavirtatiheyksien
ka¨ytta¨ytymista¨ on tarkasteltu erikokoisten DB- ja PEC-pallojen pinnoilla, ja pinta-
virtatiheyksien singulaarisuuksia on tarkasteltu kuution tera¨va¨lla¨ sa¨rma¨lla¨. Lisa¨ksi
pallolle ja kuutiolle on laskettu sirontatehokkuus.
6.1 Sironta pallosta
Sa¨hko¨magneettisen sa¨teilyn sironta pallosta on perinteinen sirontaongelma, jolle voi-
daan lo¨yta¨a¨ analyyttinen ratkaisu Mie-sarjan avulla [7]. Pallon koon ollessa paljon
pienempi kuin aallonpituus voidaan sironneet kenta¨t laskea myo¨s kvasistaattisen
analyysin avulla [26]. Ta¨ssa¨ kappaleessa tarkastellaan pintaintegraaliyhta¨lo¨menetel-
ma¨lla¨ laskettua sirontaa erikokoisista DB- ja PEC-palloista ja saatuja tuloksia ver-
rataan Mie-sarjalla ja kvasistatiikalla saatuihin tuloksiin. Lisa¨ksi tarkastellaan ekvi-
valenttien pintavirtojen ka¨ytta¨ytymista¨ pallon pinnalla.
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Kuva 22: Tehta¨va¨n geometria. a-sa¨teisen pallon keskipiste on origossa, ja lineaari-
sesti polarisoitunut tasoaalto tasoaalto etenee -z-akselin suuntaan. Tarkastelupiste
ma¨a¨ritella¨a¨n kulmien φ ja θ avulla.
Kuvassa 22 on esitetty laskettavan tehta¨va¨n geometria. Pallon keskipiste sijaitsee
origossa ja sen sa¨de on a. Hera¨tta¨va¨na¨ kentta¨na¨ toimii lineaarisesti polarisoitunut
tasoaalto, joka etenee -z-akselin suuntaan. Hera¨tta¨va¨ sa¨hko¨kentta¨ on y-akselin suun-
tainen ja magneettikentta¨ x-akselin suuntainen. Lasketut tulokset esiteta¨a¨n sa¨hko¨-
kenta¨n tasossa eli E-tasossa, joka on yz-taso (φ = 90 astetta) ja magneettikenta¨n
tasossa eli H-tasossa, joka on xz-taso (φ = 0 astetta). Kulman θ ollessa nolla puhu-
taan takaisinsironnasta ja eteenpa¨insironnasta, jos θ = 180 astetta.
52
6.1.1 Sironta Rayleigh-alueella
Kun pallon koko on riitta¨va¨n pieni suhteessa aallonpituuteen, eli ollaan Rayleigh-
alueella, voidaan sironnut kaukokentta¨ laskea dipolimomenttien avulla, jotka saa-
daan kvasistaattisesta analyysista. Korkeamman asteen multipoleista aiheutuneet
kenta¨t vaimenevat nopeasti eta¨isyyden kasvaessa, joten sirottaja na¨ytta¨a¨ kaukaa
katsottuna dipolilta. DB-pallolle on tehty kvasistaattinen analyysi viitteessa¨ [27].
Kuvassa 23 na¨hda¨a¨n pienen DB-pallon normalisoitu sirontapoikkipinta laskettuna
seka¨ kvasistatiikalla (yhtena¨inen viiva) etta¨ pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨lla¨ (ta¨h-
det). Integraaliyhta¨lo¨ina¨ on ka¨ytetty N -EFIEDB ja N -MFIEDB yhta¨lo¨ita¨ ja kanta-
funktioina on ka¨ytetty silmukkakantafunktioita. Sirontapoikkipinta on normalisoitu
jakamalla se aallonpituuden nelio¨lla¨. Pallon sa¨de on 1m ja aallonpituus on 1000m.
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Kuva 23: Kvasistatiikalla (yhtena¨inen viiva) ja pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨lla¨
(ta¨hdet) laskettu sirontapoikkipinta DB-pallolle, jonka sa¨de on 1m ja aallonpituus
on 1000m. Sirontapoikkipinta on samanlainen E- ja H-tasoissa.
Kuvasta 23 na¨hda¨a¨n, etta¨ pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨lla¨ laskettu sirontapoikki-
pinta on hyvin la¨hella¨ kvasistatiikalla laskettua sirontapoikkipintaa, joten pintain-
tegraaliyhta¨lo¨t na¨ytta¨isiva¨t antavan melko hyva¨n tuloksen DB-pallolle Rayleigh-
alueella. On hyva¨ huomata, etta¨ Rayleigh-alueella DB-pallon takaisinsironta on nol-
la ja bistaattisen tutkapoikkipinnan suuntakuvio ei riipu aallonpituudesta. Tietysti
Rayleigh-alueen ulkopuolella sirontakuvioon tulee aallonpituus riippuvuus. Lisa¨ksi
sirontapoikkipinta on riippumaton kulmasta φ, koska DB-reunaehto on symmetri-
nen ja pallo on symmetrinen kappale. Ta¨ma¨ tarkoittaa, etta¨ sirontapoikkipinta on
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samanlainen E- ja H-tasoissa.
6.1.2 Staattinen polarisoituvuus
Staattinen polarisoituvuus voidaan ratkaista numeerisesti riitta¨va¨n matalalla taa-
juudella lasketun eteenpa¨insironneen tutkapoikkipinnan avulla kaavan (68) mukaan.
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Kuva 24: Kuvan yla¨osassa on DB-pallon polarisoituvuus laskettuna momenttimene-
telma¨lla¨ kaavan (68) perusteella taajuuden funktiona. Alaosassa na¨hda¨a¨n momentti-
menetelma¨lla¨ lasketun polarisoituvuuden suhteellinen virhe, kun tuntemattomia on
984 ja kantafunktioina on ka¨ytetty silmukkakantafunktioita.
Kuvassa 24 on esitetty integraaliyhta¨lo¨menetelma¨lla¨ laskettu staattinen polarisoi-
tuvuus taajuuden funktiona DB-pallolle, jonka sa¨de on 1m ja lasketun polarisoi-
tuvuuden suhteellinen virhe. Laskennassa on ka¨ytetty N -EFIEDB ja N -MFIEDB
yhta¨lo¨ita¨ ja silmukkakantafunktioita tuntemattomien ma¨a¨ra¨n ollessa 984. Polarisoi-
tuvuus on hyvin la¨hella¨ oikeaa arvoa, kun taajuus on matalampi kuin 1MHz. Ta¨ma¨
tarkoittaa, etta¨ polarisoituvuus voidaan ma¨a¨ritta¨a¨ sirontapoikkipinnan avulla, jos
aallonpituus on suurempi kuin 100 kertaa pallon halkaisija. Menta¨essa¨ kohti ma-
talampia taajuuksia ratkaisu pysyy stabiilina la¨hes nollataajuudelle eli statiikkaan
asti. Ka¨ytetty pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨ on kuitenkin dynamiikan menetelma¨,
joten statiikan ongelmia silla¨ ei pysty ratkaisemaan, vaikka hyvin matalille taajuuk-
sille pa¨a¨sta¨a¨nkin. Yleisesti integraaliyhta¨lo¨menetelma¨ ka¨rsii niin sanotusta matalan
taajuuden ongelmasta, jolloin ratkaisu hajoaa riitta¨va¨n matalalle taajuudelle men-
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ta¨essa¨. Esimerkiksi PEC-reunaehdon tapauksessa T -EFIEDB yhta¨lo¨sta¨ ja¨a¨ oleelli-
sesti vain pintavirtatiheyden divergenssia¨ kuvaava osa, kun taajuus la¨henee nollaa.
Pintavirtatiheytta¨ ei voida ratkaista yksika¨sitteisesti yhta¨lo¨sta¨, missa¨ esiintyy vain
sen pintadivergenssi. Ta¨ta¨ ongelmaa ei kuitenkaan ole DB-reunaehdon tapauksessa.
Tuntemattomien ma¨a¨ra¨n ollessa 984 polarisoituvuuden suhteellinen virhe on luok-
kaa 10−3. Lisa¨ksi virhe on systemaattista eli laskettu polarisoituvuus ja¨a¨ aina hie-
man pienemma¨ksi kuin oikea arvo riippumatta taajuudesta. Ta¨ma¨ virhe johtuu to-
denna¨ko¨isesti integraalien numeerisesta laskennasta ja geometrian diskretoinnista.
Geometrian diskretointi on tehty lineaarisilla kolmioelementeilla¨, mutta pallon ku-
vaamiseen vaadittaisiin kaarevia elementteja¨. Pallon sa¨de on laskettu diskretoidun
pallon pinta-alasta, jolloin diskretoinnin virhetta¨ saadaan pienennettya¨. Ratkaisun
tarkkuutta voidaan parantaa lisa¨a¨ma¨lla¨ elementtien ma¨a¨ra¨a¨, jolloin geometria la¨-
henee palloa. Lisa¨ksi integraalien numeerisen laskennan tarkkuus paranee. Kuvassa
25 na¨hda¨a¨n kuinka ratkaisu suppenee kohti oikeaa arvoa kun elementtien ma¨a¨ra¨a¨
lisa¨ta¨a¨n.
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Kuva 25: Polarisoituvuuden suppeneminen tuntemattomien funktiona, kun pallon
sa¨de on λ
10000
. Laskennassa on ka¨ytetty silmukkakantafunktioita ja N -EFIEDB ja
N -MFIEDB yhta¨lo¨ita¨.
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6.1.3 Pintavirtatiheyksien ka¨ytta¨ytyminen pallon pinnalla
Tarkastellaan seuraavaksi ekvivalenttien sa¨hko¨isten ja magneettisten pintavirtati-
heyksien ka¨ytta¨ytymista¨ DB- ja PEC-pallojen pinnalla. Kuvassa 26 ylimma¨lla¨ rivil-
la¨ na¨hda¨a¨n normalisoidun ekvivalentin sa¨hko¨isen pintavirtatiheyden reaali- ja ima-
gina¨a¨riosat DB-pallolle, jonka sa¨de on 1m ja aallonpituus 1000m. Keskimma¨isella¨
rivilla¨ na¨hda¨a¨n vastaavat magneettiselle pintavirtatiheydelle. Alimmalla rivilla¨ on
esitetty ekvivalentti sa¨hko¨inen pintavirtatiheys vastaavalle PEC-pallolle. Kannat-
taa huomata, etta¨ PEC-reunaehdon tapauksessa magneettista pintavirtatiheytta¨ ei
synny. Pintavirtatiheyksien suunnat on esitetty nuolilla, ja pinnan va¨ri kuvaa ekvi-
valenttien pintavirtatiheyksien normalisoitua amplitudia J˜ =
√
µJ ja M˜ =
√
ǫM .
Kuvassa 27 na¨hda¨a¨n suuremman (ka = 4) DB- ja PEC-pallojen ekvivalentit pinta-
virtatiheydet. Pallon kokoparametrissa ka, k on aaltoluku ja a on pallon sa¨de. Pin-
tavirtatiheydet on laskettu N -EFIEDB, N -MFIEDB ja T -EFIEPEC yhta¨lo¨illa¨, ja
kantafunktioina on ka¨ytetty RWG-kantafunktioita.
Matalilla taajuuksilla eli Rayleigh-alueella oltaessa DB-pallon pintavirtojen reaali-
osat kierta¨va¨t koko pallon kahden nollakohdan ympa¨ri eli palloon muodostuu yksi iso
virtasilmukka. Ta¨ma¨ on siis yksinkertaisin mahdollinen silmukka, joka voi muodos-
tua pallon pinnalle. Ta¨sta¨ syysta¨ sirontakuvio pysyy samanlaisena matalilla taajuuk-
silla oltaessa. Virtojen imagina¨a¨riosaan muodostuu puolestaan nelja¨ virtasilmukkaa,
jolloin nollakohtia on kuusi. Imagina¨a¨riosan amplitudi on myo¨s huomattavasti pie-
nempi kuin reaaliosan amplitudi, joten sironta ma¨a¨ra¨ytyy pitka¨lti pintavirtatiheyk-
sien reaaliosasta. Ekvivalentti magneettinen pintavirtatiheys ka¨ytta¨ytyy samanlai-
sesti kuin sa¨hko¨inen mutta se on ka¨a¨ntynyt 90 astetta. Sa¨hko¨isen ja magneettisen
pintavirtatiheyksien amplitudit ovat samat, koska kysessa¨ on normalisoidut pinta-
virtatiheydet.
PEC-pallon tapauksessa sa¨hko¨isen pintavirtatiheyden reaaliosa on la¨hes samanlai-
nen kuin DB-pallon tapauksessa, mutta imagina¨a¨riosassa on selva¨ ero. PEC-pallon
pintavirtatiheyden imagina¨a¨riosassa havaitaan selva¨sti divergenssia¨ toisin kuin DB-
pallolla, missa¨ reunaehto vaatii ekvivalenttien pintavirtatiheyksien divergenssitto¨-
myyden.
Pallon koon kasvaessa suhteessa aallonpituuteen pintavirtojen ka¨ytta¨ytyminen mo-
nimutkaistuu. Ta¨ma¨ johtuu siita¨, etta¨ hera¨tta¨va¨n kenta¨n vaihe muuttuu selva¨sti
pallon alueella, kun pallo on iso suhteessa aallonpituuteen. DB-pallon tapauksessa
virtasilmukoiden ma¨a¨ra¨ kasvaa. Uusia virtasilmukoita syntyy aina tietylla¨ aallonpi-
tuudella pallon valaistulle puolelle ja niita¨ syntyy joka kerta kaksi kappaletta yh-
ta¨aikaa. Kahden virtasilmukan syntyminen synnyta¨a¨ aina nelja¨ nollakohtaa. Lisa¨ksi
imagina¨a¨riosan ampitudi kasvaa pallon koon kasvaessa. Reaaliosan ja imagina¨a¨rio-
san amplitudit ovat suurin piirtein yhta¨suuret, kun aallonpituus on pallon halkaisijan
kokoluokkaa. Liitteessa¨ A on esitetty erikokoisille DB- ja PEC-palloille virtakuviot,
ja niista¨ na¨hda¨a¨n hyvin uusien virtasilmukoiden syntyminen.
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Kuva 26: Ekvivalenttien pintavirtatiheyksien reaali- ja imagina¨a¨riosat DB- ja PEC-
pallolle, kun ka = 2π
1000
. Tasoaalto etenee -z-akselin suuntaan ja sa¨hko¨kentta¨ on
polarisoitunut y-akselin suuntaisesti.
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Kuva 27: Ekvivalenttien pintavirtatiheyksien reaali- ja imagina¨a¨riosat DB- ja PEC-
pallolle, kun pallon kokoparametri on ka = 4.
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Kuva 28: Sa¨hko¨isen pintavirtatiheyden reaali- (pisteet) ja imagina¨a¨riosa (ta¨hdet)
DB-pallon pinnalla kahdessa eri leikkaustasossa, kun pallon kokoparametri on ka =
2π
1000
.
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Kuva 29: Sa¨hko¨isen pintavirtatiheyden reaali- (pisteet) ja imagina¨a¨riosat (ta¨hdet)
DB-pallon pinnalla kahdessa eri leikkaustasossa, kun pallon kokoparametri on ka =
4. Pallon valaistulla puolella virrat ovat voimakkaampia kuin pimea¨lla¨ puolella.
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6.1.4 Sironta korkeammilla taajuuksilla
Menta¨essa¨ kohti korkeampia taajuuksia taajuuden vaikutus sironneen kenta¨n sa¨-
teilykuvioon voimistuu. Eteenpa¨insironneen kenta¨n keilanleveys kapenee ja maksi-
miamplitudi kasvaa. Lisa¨ksi sa¨teilykuvioon syntyy sivukeiloja, mutta takaisinsiron-
nut kentta¨ pysyy edelleen nollassa taajuudesta rippumatta. Pallon kokoparametrin
ollessa ka = 1 eli aallonpituus on pallon ympa¨rysmitan suuruinen bistaattinen si-
rontapoikkipinta on hyvin samankaltainen kuin Rayleigh-alueella, koska pintavir-
tatiheyden reaaliosa koostuu edelleen yhdesta¨ silmukasta. Vasta ta¨ta¨ korkeammat
taajuudet vaikuttavat merkitta¨va¨sti sa¨teilykuvioon. Kuvassa 30 na¨hda¨a¨n normali-
soitu sirontapoikkipinta eri kokoisista DB- ja PEC-palloista katselukulman funktio-
na. Tulokset DB-pallolle on laskettu yhdistetylla¨ integraaliyhta¨lo¨illa¨ CFIEDB ka¨yt-
ta¨en silmukkakantafunktioita. PEC-pallolle tulokset on laskettu yhdistetylla¨ inte-
graaliyhta¨lo¨illa¨ J-CFIEPEC ja kantafunktioina on ka¨ytetty RWG-kantafunktioita.
CFIE yhta¨lo¨ita¨ ka¨yteta¨a¨n, jotta va¨ltytta¨isiin sisa¨resonanssien aiheuttamilta ongel-
milta korkeilla taajuuksilla.
PEC-pallo on melko voimakas takaisinsirottaja verrattuna DB-palloon, mutta DB-
pallo puolestaan sirottaa voimakkaasti eteenpa¨in. Lisa¨ksi on hyva¨ huomata, etta¨
PEC-pallon tapauksessa sirontapoikkipinta on riippuvainen kulmasta φ, jolloin se on
erilainen E- ja H-tasoissa. DB-pallon sirontapoikkipinta ei riipu kulmasta φ, joten
sirontapoikkipinta on samanlainen E- ja H-tasoissa. Ta¨ma¨ johtuu DB-reunaehdon
symmetriasta ja pallon geometrian symmetriasta.
Sirontatehokkuus voidaan laskea integroimalla sirontapoikkipintaa koko avaruuskul-
man yli ja jakamalla se geometrisella poikkipinnalla. Kuvassa 31 na¨hda¨a¨n pintainte-
graaliyhta¨lo¨menetelma¨lla¨ ja Mie-sarjan avulla laskettu DB-pallon sirontatehokkuus
[7, 27] ja suhteellinen virhe. Lisa¨ksi kuvassa on esitetty PEC-pallon sirontatehokkuus
integraaliyhta¨lo¨menetelma¨lla¨ laskettuna.
Katsottaessa kuvaa 31 na¨hda¨a¨n, etta¨ sirontatehokkuuden maksimi saavutetaan DB-
pallon kokoparametrin ollessa noin kolme, jolloin pallon ympa¨rysmitta on kolme
aallonpituutta. Pallon koon pienentyessa¨ sirontatehokkuus pienenee nopeasti la¨hel-
le nollaa ja koon kasvaessa se la¨henee aaltoilevasti kohti arvoa kaksi. Ta¨ssa¨ kohtaa
on hyva¨ mainita, etta¨ kaikkien ha¨vio¨tto¨mien kappaleiden sirontatehokkuus la¨henee
arvoa kaksi, kun taajuus la¨henee a¨a¨reto¨nta¨ [26]. Na¨in ka¨y myo¨s DB-pallon tapauk-
sessa. PEC-pallon sirontatehokkuuden ka¨ytta¨ytyminen kokoparametrin funktiona
on samantyyppinen kuin DB-pallon tapauksessa, mutta maksimi saavutetaan, kun
ka = 1,2. Lisa¨ksi kokoparametrin kasvaessa PEC-pallon sirontatehokkuus la¨henee
huomattavasti nopeammin kohti arvoa kaksi kuin DB-pallon sirontatehokkuus. Tu-
loksista na¨hda¨a¨n, etta¨ PEC-pallo on voimakkaampi sirottaja DB-palloon verrattuna
kun ka < 2. Jos ka > 2 DB-pallo on voimakkaampi sirottaja.
CFIEDB yhta¨lo¨illa¨ laskettu sirontatehokkuus antaa la¨hes saman tuloksen kuin Mie-
sarjan avulla laskettu. Kuvan 31 alaosassa na¨hda¨a¨n CFIEDB yhta¨lo¨illa¨ lasketun si-
rontatehokkuuden suhteellinen virhe pallon kokoparametrin ka funktiona. Selva¨sti
havaitaan, etta¨ suhteellinen virhe kasvaa kokoparametriin verrannollisesti, eli ka¨a¨n-
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Kuva 30: Erikokoisten DB- ja PEC-pallojen bistaattinen tutkapoikkipinta. Takaisin-
sironnassa θ = 0 astetta ja eteenpa¨insironnassa θ = 180 astetta.
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Kuva 31: Kuvassa ylha¨a¨lla¨ na¨hda¨a¨n DB- ja PEC-pallon sirontatehokkuus laskettu-
na integraaliyhta¨lo¨menetelma¨lla¨. Lisa¨ksi sirontatehokkuus on laskettu DB-pallolle
Mie-sarjan avulla. Kuvasta na¨hda¨a¨n hyvin sisa¨resonanssien aiheuttamat ongelmat
ka¨ytetta¨essa¨ N -EFIEDB ja N -MFIEDB yhta¨lo¨ita¨. Ensimma¨inen sisa¨resonanssi on
kohdassa (ka = 4,5). Kuvan alaosassa na¨hda¨a¨n CFIEDB yhta¨lo¨illa¨ lasketun DB-
pallon sirontatehokkuuden suhteellinen virhe.
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ta¨en verrannollisesti aallonpituuteen na¨hden. Ta¨ma¨ johtuu yksinkertaisesti siita¨, etta¨
momenttimenetelma¨ssa¨ approksimoidaan pintavirtatiheyksia¨ kantafunktioiden avul-
la, joten approksimaation tarkkuus riippuu elementtien koosta. Kolmioelementtien
koon tulisi olla huomattavasti pienempia¨ kuin aallonpituuden. Na¨in ollen taajuuden
kasvaessa geometrian diskretointia pita¨isi tihenta¨a¨, mutta muistin tarve kasvaa ele-
menttien ma¨a¨ra¨n nelio¨o¨n verrannollisesti, joten laskennan rajat tulevat nopeasti vas-
taan taajuuden kasvaessa. Ka¨ytta¨ma¨lla¨ niin sanottuja nopeita menetelmia¨ voitaisiin
elementtien ma¨a¨ra¨a¨ lisa¨ta¨ huomattavasti, mutta nopeiden menetelmien implemen-
tointi on hyvin monimutkaista ja siksi ne sivuutetaan ta¨ssa¨ tyo¨ssa¨.
Sisa¨resonanssit aiheuttavat ongelmia ka¨ytetta¨essa¨ N -EFIEDB ja N -MFIEDB yh-
ta¨lo¨ita¨, kuten huomataan kuvasta 31. Ensimma¨inen sisa¨resonassi syntyy pallon koko-
parametrin ollessa 4,5. Ta¨ta¨ pienemmilla¨ palloilla sisa¨resonasseja ei ole, mutta suu-
remmilla palloilla sisa¨resonansseja on paljon. Ta¨sta¨ syysta¨ ta¨ytyy ka¨ytta¨a¨ CFIE yh-
ta¨lo¨ita¨ laskettaessa sirontaa suljetuista kappaleista korkeilla taajuuksilla.
6.1.5 Kantafunktioiden vaikutus ratkaisun tarkkuuteen
Geometrian diskretoinnin vaikutusta pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨n tarkkuuteen
voidaan tarkastella laskemalla eteenpa¨insironnut tutkapoikkipinta tuntemattomien
ma¨a¨ra¨n funktiona. Myo¨s kantafunktioiden valinta vaikuttaa tarkkuuteen, joten ku-
vassa 32 on esitetty DB-pallon eteenpa¨insironnut tutkapoikkipinta tuntemattomien
ma¨a¨ra¨n funktiona eri kantafunktioilla laskettuna. Integraaliyhta¨lo¨ina¨ on ka¨ytetty
N -EFIEDB ja N -MFIEDB yhta¨lo¨ita¨.
Silmukkakantafunktioilla laskettu tutkapoikkipinta suppenee huomattavasti nopeam-
min kohti oikeaa arvoa kuin RWG-kantafunktioilla laskettu. Jos laskennassa on ka¨y-
tetty seka¨ lineaarisia etta¨ RWG-kantafunktioita (RWG+LL), ratkaisu suppenee pa-
remmin kuin pelkilla¨ RWG-kantafunktioilla mutta huonommin kuin silmukkakanta-
funktioilla. Tietysti ta¨ytyy muistaa, etta¨ silmukkakantafunktioiden tapauksessa geo-
metrian diskretoinnissa on ka¨ytetty enemma¨n elementteja¨ kuin RWG-kantafunktioil-
la samalla ma¨a¨ra¨lla¨ tuntemattomia. Silmukkakantafunktiot liittyvya¨t elementtiver-
kon solmupisteisiin, ja lineaariset ja RWG-kantafunktiot liittyva¨t kolmioiden sa¨rmil-
le. Taulukossa 1 on esitetty geometrian diskretoinnin vaikutus tuntemattomien ma¨a¨-
ra¨a¨n eri kantafunktioilla. Huomataan, etta¨ ka¨ytetta¨essa¨ RWG+LL-kantafunktioita,
tarvitaan noin 5 kertaa enemma¨n tuntemattomia silmukkakantafunktioihin verrat-
tuna. Ta¨ma¨n vuoksi geometrian diskretoinnista aiheutunut virhe RWG- ja LL-
kantafunktioilla on suurempi kuin silmukkakantafunktioilla samalla ma¨a¨ra¨lla¨ tun-
temattomia.
Tutkitaan seuraavaksi miten eri integraaliyhta¨lo¨t vaikuttavat ratkaisun suppenemi-
seen. Kuvassa 33 on esitetty eteenpa¨insironnut tutkapoikkipinta tuntemattomien
funktiona laskettuna T-yhta¨lo¨illa¨, N-yhta¨lo¨illa¨ ja yhdistetyilla¨ kentta¨integraaliyhta¨-
lo¨illa¨. Kantafunktioina on ka¨ytetty silmukkakantafunktioita. Kuvasta huomataan,
etta¨ hyvin pienen DB-pallon tapauksessa T-yhta¨lo¨t antavat melko huonon ratkaisun
verrattuna N-yhta¨lo¨ihin ja CFIEDB yhta¨lo¨ihin. Kvasistatiikan avulla eteenpa¨in-
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Kuva 32: Eteenpa¨insironnut tutkapoikkipinta tuntemattomien funktiona eri kanta-
funktioilla laskettuna DB-pallolle. Integraaliyhta¨lo¨ina¨ on ka¨ytetty N -EFIEDB ja
N -MFIEDB yhta¨lo¨ita¨.
Taulukko 1: Tuntemattomien ma¨a¨ra¨ riippuu seka¨ kolmioelementtien ma¨a¨ra¨sta¨ etta¨
ka¨ytetta¨vista¨ kantafunktioista. Taulukosta na¨hda¨a¨n tuntemattomien ma¨a¨ra¨ suhtees-
sa kolmioelementtien ma¨a¨ra¨a¨n eri kantafunktioilla.
Elementtien ma¨a¨ra¨ Loop RWG RWG + LL
80 82 240 480
180 182 540 1080
320 322 960 1920
500 502 1500 3000
720 722 2160 4320
sironneeksi tutkapoikkipinnaksi saadaan noin 1,96 × 10−14, joten N-yhta¨lo¨iden ja
CFIEDB yhta¨lo¨iden antama ratkaisu na¨ytta¨isi suppenevan kohti oikeata arvoa.
Isomman pallon tapauksessa T-yhta¨lo¨t toimivat huomattavasti paremminen kuin
pienen pallon tapauksessa, kuten na¨hda¨a¨n kuvan 33 alaosassa. Tarkka ratkaisu DB-
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pallolle, jonka kokoparametria on 1,5, saadaan Mie-sarjalla ja se on noin 1,235, joten
T-yhta¨lo¨t antavat melko tarkan ratkaisun pienella¨ ma¨a¨ra¨lla¨ tuntemattomia. Kannat-
taa myo¨s huomata, etta¨ N-yhta¨lo¨t antavat hieman eri ratkaisun kuin CFIEDB yhta¨-
lo¨t, toisin kuin pienen pallon tapauksessa, missa¨ niiden ratkaisut on la¨hes identtiset.
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Kuva 33: Eteenpa¨insironnut DB-pallon tutkapoikkipinta tuntemattomien funktiona
eri yhta¨lo¨illa¨ laskettuna, kun pallon kokoparametri ka = 2π
1000
ja ka = 1,5. Lasken-
nassa on ka¨ytetty silmukkakantafunktioita.
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6.2 Sironta kuutiosta
Sa¨hko¨magneettisen sa¨teilyn sironnan laskeminen kuutiosta on hieman monimutkai-
sempi tehta¨va¨ kuin sironnan laskeminen pallosta, koska kuutio ei ole ta¨ysin symmet-
rinen kappale. Na¨in ollen sirontapoikkipinta on riippuvainen seka¨ kuution asennosta
etta¨ havaitsijan suunnasta. Lisa¨ksi kuutio sisa¨lta¨a¨ tera¨via¨ sa¨rmia¨, jotka aiheuttavat
singulaarisia kenttia¨ ja na¨ma¨ puolestaan voivat aiheuttaa ongelmia numeerisessa las-
kennassa. On myo¨s hyva¨ huomata, etta¨ kuution sironnalle ei ole lo¨ydetty analyyttista
ratkaisua, joten numeerisesti laskettujen tulosten tarkkuuden arviointi on huomat-
tavasti vaikeampaa kuin pallon tapauksessa. Ratkaisun tarkkuutta voidaan arvioida
lisa¨a¨ma¨lla¨ elementtien ma¨a¨ra¨a¨ ja katsomalla mita¨ arvoa kohti ratkaisu suppenee.
θ
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Kuva 34: Ongelman geometria: Kuution keskipiste on origossa ja sen sivun pituus
on a. Hera¨tta¨va¨na¨ kentta¨na¨ toimii lineaarisesti polarisoitunut tasoaalto, joka etenee
-z-akselin suuntaan.
Kuvassa 34 on esitetty geometria, jota on ka¨ytetty sironnan laskemisessa. Taso-
aalto etenee -z-akselin suuntaan siten, etta¨ sa¨hko¨kentta¨ on y-akselin suuntainen ja
magneettikentta¨ on x-akselin suuntainen. Hera¨tta¨va¨ kentta¨ on siis lineaarisesti po-
larisoitunut. Kuution keskipiste on origossa ja sen sivut ovat koordinaattiakselien
suuntaisesti. Na¨in ollen kuution valaistu sivu on kohtisuorassa tulevaa aaltoa vas-
taan. Eteenpa¨insironnut tutkapoikkipinta voidaan ma¨a¨ritella¨ kuvan 34 tilanteessa
missa¨ kulma θ = 180 astetta ja takaisinsironnassa kulma θ = 0 astetta. E-tasossa
kulma φ = 90 astetta ja H-tasossa kulma φ = 0 astetta.
6.2.1 Kantafunktioiden vaikutus ratkaisun tarkkuuteen
Tutkitaan ensiksi, kuinka hyvin laskettu sirontapoikkipinta suppenee, kun tuntemat-
tomien ma¨a¨ra¨a¨ lisa¨ta¨a¨n. Kuvassa 35 on esitetty eteenpa¨insironnut tutkapoikkipinta
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DB-kuutiolle, jonka kokoparametri ka = π. Ta¨ssa¨ k on aaltoluku ja a on kuution
sivun pituus. Na¨in ollen kuution sivun pituus on puoli aallonpituutta. Laskenta on
tehty ka¨ytta¨en N -EFIEDB ja N -MFIEDB yhta¨lo¨ita¨.
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Kuva 35: DB-kuution (ka = π) eteenpa¨insironnut tutkapoikkipinta tuntematomien
funktiona eri kantafunktioilla laskettuna.
RWG- ja silmukkakantafunktioilla laskettu tutkapoikkipinta suppenee eritta¨in huo-
nosti kohti oikeata ratkaisua. Ta¨ma¨ johtuu ilmeisesti kuution tera¨vista¨ sa¨rmista¨, kos-
ka RWG- ja silmukkakantafunktiot eiva¨t pysty kuvaamaan riitta¨va¨n hyvin kuution
sa¨rmien la¨hella¨ olevia pintavirtatiheyksia¨. Ratkaisu saadaan nopeammin suppene-
maan nostamalla kantafunktioiden astetta eli ka¨ytta¨ma¨lla¨ lineaarisia kantafunktioita
RWG-kantafunktioiden kanssa.
6.2.2 Sironta erikokoisista kuutioista
Sa¨hko¨magneettinen sironta DB-kuutiosta, jonka valaistu sivu on kohtisuorassa tule-
vaa aaltoa vastaan, on hyvin samankaltainen kuin sironta DB-pallosta, kuten na¨h-
da¨a¨n kuvasta 36. Takaisinsironta on edelleen nolla taajuudesta riippumatta, ja eteen-
pa¨insironta kasvaa kuution koon kasvaessa. Lisa¨ksi sirontakuvion pa¨a¨keila kapenee.
Kannattaa myo¨s huomata, etta¨ DB-kuution sirontakuvio on samanlainen seka¨ E-
tasossa etta¨ H-tasossa. Ta¨ma¨ johtuu siita¨, etta¨ ta¨ssa¨ tapauksessa kuutio on sym-
metrinen hera¨tta¨va¨n kenta¨n suhteen ja DB-reunaehto symmetrinen. PEC-kuution
tapauksessa E- ja H-tason sirontakuviot eroavat huomattavasti toisistaan. Lisa¨ksi
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Kuva 36: Erikokoisten DB- ja PEC-kuutioiden bistaattinen tutkapoikkipinta. Takai-
sinsironnassa θ = 0 ja eteenpa¨insironnassa θ = 180 astettta.
PEC-kuutio on eritta¨in voimakas takaisinsirottaja varsinkin matalilla taajuuksilla,
missa¨ takaisinsironta on voimakkaampaa kuin eteenpa¨insironta.
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6.2.3 Ekvivalentit pintavirtatiheydet kuution pinnalla
Sa¨hko¨isten ja magneettisten pintavirtatiheyksien ka¨ytta¨tyminen kuution tapauk-
sesssa on melko samankaltaista kuin pallon tapauksessa, kuten na¨hda¨a¨n kuvasta 37.
Kuution ollessa pieni suhteessa aallonpituuteen pintavirtatiheyden reaaliosa koostuu
yhdesta¨ virtasilmukasta ja imagina¨a¨riosa koostuu nelja¨sta¨ virtasilmukasta. Taajuu-
den kasvaessa syntyy uusia virtasilmukoita aivan kuten pallon tapauksessa.
Kuva 37: Normalisoidut ekvivalentit pintavirtatiheydet aallonpituuteen na¨hden pie-
nen kuution pinnalla (ka = 2π
1000
).
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Suurimpana erona havaitaan pintavirtatiheyksien voimakas kasvu menta¨essa¨ kohti
kuution sa¨rma¨a¨, missa¨ virrat ovat sa¨rma¨n suuntaisia. Kuvassa 38 on esitetty norma-
lisoidun sa¨hko¨isen pintavirtatiheyden ka¨ytta¨tyminen la¨hella¨ DB- ja PEC-kuutioiden
tera¨va¨a¨ sa¨rma¨a¨. Voimakkain singulaarisuus 90 asteen kiilassa on verrannollinen ter-
miin ρ−1/3 seka¨ DB- etta¨ PEC-kiilalle, kuten osoitettiin luvussa 2.4. Ta¨ma¨ voidaan
laskea analyyttisesti Laplacen yhta¨lo¨sta¨, koska menta¨essa¨ riitta¨va¨n la¨helle kiilan
tera¨va¨a¨ ka¨rkea¨ tilanne na¨ytta¨a¨ staattiselta. Pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨lla¨ las-
ketut ekvivalentit pintavirtatiheydet tera¨va¨n kiilan la¨hella¨ ka¨ytta¨ytyva¨t statiikan
ennustamalla tavalla.
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Kuva 38: Ekvivalentin sa¨hko¨isen pintavirtatiheyden ka¨ytta¨ytyminen la¨hella¨ kuution
tera¨va¨a¨ kulmaa laskettuna DB- ja PEC-kuutiolle pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨lla¨
ja analyyttinen ratkaisu Laplacen yhta¨lo¨sta¨.
6.2.4 DB-kuution polarisoituvuus
DB-kuutiolle voidaan laskea staattinen polarisoituvuus sirontapoikkipinnan avulla,
jos kuution koko on riitta¨va¨n pieni suhteessa aallonpituuteen. Kuvan 39 yla¨osassa
on esitetty DB-kuution polarisoituvuus taajuuden funktiona, joka on laskettu eteen-
pa¨insironneen tutkapoikkipoikkipinnan avulla N -EFIEDB ja N -MFIEDB yhta¨lo¨il-
la¨ kuutiolle, jonka sivun pituus on 1m. Kantafunktioina on ka¨ytetty RWG+LL-
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kantafunktioita. Kuvan 39 alaosassa na¨hda¨a¨n ratkaisun suppeneminen, kun tunte-
mattomien ma¨a¨ra¨a¨ kasvatetaan.
Selva¨sti na¨hda¨a¨n, etta¨ staattinen polarisoituvuus DB-kuutiolle pystyta¨a¨n ma¨a¨ritta¨-
ma¨a¨n eritta¨in laajalta taajuuskaistalta samoin kuin pallon tapauksessa. Polarisoitu-
vuus voidaan ma¨a¨ritta¨a¨ aallonpituuden ollessa noin 100 kertaa pidempi kuin kuu-
tion sivun pituus. Myo¨ska¨a¨n DB-kuution tapauksessa ei ilmene matalan taajuuden
ongelmia, ja ratkaisu pysyy stabiilina la¨hes nollataajuudelle asti. Ratkaisun suppe-
neminen lisa¨tta¨essa¨ tuntemattomien ma¨a¨ra¨a¨ on puolestaan hieman hitaampaa kuin
pallon tapauksessa.
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Kuva 39: DB-kuution polarisoituvuus laskettuna sirontapoikkipinnan avulla ja po-
larisoituvuuden suppeneminen lisa¨tta¨essa¨ tuntemattomia.
6.2.5 Kuution sirontatehokkuus
Tarkastellaan seuraavaksi DB- ja PEC-kuutioiden sirontatehokkuuksia. Sirontate-
hokkuus DB-kuutiolle on laskettu ka¨ytta¨en CFIEDB yhta¨lo¨ita¨ ja RWG+LL-kanta-
funktioita. PEC-kuutiolle sirontatehokkuus on laskettu J-CFIEPEC yhta¨lo¨illa¨ ja
RWG-kantafunktioilla. CFIE yhta¨lo¨ita¨ on ka¨ytetty, koska sisa¨resonanssiongelma
halutaan va¨ltta¨a¨. Kuvassa 40 na¨hda¨a¨n PEC- ja DB-kuutioille laskettu sirontate-
hokkuus kuution kokoparametrin funktiona. Sirontatehokkuus kuutioille on laskettu
71
hera¨tta¨va¨n sa¨hko¨kenta¨n ollessa lineaarisesti polarisoitunut y-akselin suuntaisesti ja
tuleva tasoaalto on kohtisuorassa kuution sivua vastaan. Jos hera¨tta¨va¨n sa¨hko¨kenta¨n
polarisaatiota ka¨a¨nneta¨a¨n x-akselin suuntaiseksi, DB- ja PEC-kuutioiden sirontate-
hokkuus ei muutu, koska tilanne on symmetrinen.
Samoin kuin pallon tapauksessa, PEC-kuutio on DB-kuutioon verrattuna voimak-
kaampi sirottaja matalilla taajuuksilla ja heikompi korkeilla taajuuksilla. On mie-
lenkiintoista huomata, etta¨ DB- ja PEC-kuutioiden sirontatehokkuuden maksimia
ei saavuteta ensimma¨isen paikallisen maksimin kohdalla, jos kuution sivu on kohti-
suorassa tulevaa aaltoa vastaan. Ta¨llo¨in sirontatehokkuuden maksimi saavutetaan
vasta toisen paikallisen maksimin kohdalla. DB-kuution tapauksessa ensimma¨inen ja
toinen paikallinen maksimi on la¨hes yhta¨ korkeita, mutta PEC-kuution tapauksessa
ero on huomattavasti suurempi. Viitteessa¨ [28] on laskettu PEC-kuution sirontate-
hokkuus ja tulos on yhteneva¨ ta¨ssa¨ tyo¨ssa¨ lasketun sirontatehokkuuden kanssa.
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Kuva 40: DB- ja PEC-kuutioille laskettu sirontatehokkuus kuution kokoparametrin
funktiona kulman α ollessa 0 astetta.
Sirontatehokkuus muuttuu, jos kuutiota kierreta¨a¨n jonkun akselin ympa¨ri. Kuvassa
41 on esitetty sirontatehokkuus DB- ja PEC-kuutioille, joita on kierretty 45 as-
tetta y-akselin ympa¨ri kuvan 42 tapaan. Lisa¨ksi hera¨tta¨va¨ sa¨hko¨kentta¨ on y- tai
x-akselin suuntainen. DB- ja PEC-pallojen tapauksessa sirontatehokkuuden maksi-
mi saavutettiin ensimma¨isen huipun kohdalla, kuten ka¨y myo¨s DB-kuutiolle, jota
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Kuva 41: DB- ja PEC-kuutioille laskettu sirontatehokkuus kuution kokoparametrin
funktiona kulman α ollessa 45 astetta. Hera¨tta¨va¨n kenta¨n polarisaatio ei vaikuta
DB-kuution sirontatehokkuuteen, mutta PEC-kuution sirontatehokkuuteen silla¨ on
suuri vaikutus.
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on kierretty 45 astetta. Lisa¨ksi kuutiota kierta¨ma¨lla¨ sirontatehokkuuden maksimiar-
vo pienenee. Ta¨ytyy kuitenkin huomata, etta¨ geometrinen poikkipinta on suurempi
verrattuna kierta¨ma¨tto¨ma¨a¨n kuutioon, ja sirontatehokkuus saatiin kokonaissironta-
poikkipinnasta jakamalla se geometrisella poikkipinnalla.
Nyt hera¨tta¨va¨n kenta¨n polarisaatio vaikuttaa voimakkaasti PEC-kuution sironta-
tehokkuuteen. DB-kuutioon ta¨lla¨ ei kuitenkaan ole vaikutusta. 45 astetta kierret-
ty PEC-kuutio on matalilla taajuuksilla voimakkaampi sirottaja DB-kuutioon ver-
rattuna riippumatta hera¨tta¨va¨n kenta¨n polarisaatiosta. Korkeammilla taajuuksilla
kenta¨n polarisaatiolla on suuri vaikutus PEC-kuution sirontatehokkuuteen.
6.2.6 Kuution asennon vaikutus sirontapoikkipintaan
Kuutio ei ole ta¨ysin symmetrinen kappale, joten tutkapoikkipinta on riippuvainen
kuution asennosta. Ma¨a¨ritella¨a¨n kulma α, joka kuvaa kuution kiertymista¨ y-akselin
ympa¨ri kuvan 42 mukaisesti. Kuution valaistu sivu on kohtisuorassa tulevaa aaltoa
vastaan, kun kulma α = 0. Koordinaatiston y-akseli osoittaa ulospa¨in paperista ja
hera¨tta¨va¨ sa¨hko¨kentta¨ on y-akselin suuntainen.
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Kuva 42: Kuution asento ma¨a¨ritella¨a¨n kulman α avulla. Kulma α on kuution si-
vun normaalin ja z-akselin va¨linen kulma xz-tasossa. Lineaarisesti polarisoitunut
tasoaalto etenee -z-akselin suuntaan.
Sirontapoikkipinta kierretylle kuutiolle on laskettu N -EFIEDB ja N -MFIEDB yh-
ta¨lo¨illa¨, ja kantafunktioina on ka¨ytetty RWG+LL-kantafunktioita. Kulman α ollessa
erisuuri kuin nolla DB-kuution sirontapoikkipinta on erilainen E- ja H-tasoissa, ku-
ten huomataan kuvasta 43. Takaisinsironta myo¨s kasvaa ja se saa maksimiarvonsa,
kun α = 45 astetta. Takaisinsironta kulman α funktiona on esitetty kuvassa 44 ja
eteenpa¨insironta kuvassa 45. Kannattaa huomata, etta¨ sirontakuvio E-tasossa on
symmetrinen kulman α = 45 suhteen, mutta H-tasossa se ei ole. Vaihtamalla sa¨hko¨-
kenta¨n polarisaatio x-akselin suuntaiseksi, sirontakuvio pysyy samana mutta E- ja
H-tasot vaihtavat paikkaa.
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Kuva 43: DB-kuution (ka = π) bistaattinen tutkapoikkipinta tilanteessa, missa¨ kuu-
tion ja tulevan aallon va¨linen kulma on α.
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Kuva 44: DB-kuutiosta takaisinsironnut tutkapoikkipinta, kun kuutiota pyo¨riteta¨a¨n
y-akselin ympa¨ri.
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Kuva 45: DB-kuutiosta eteenpa¨insironnut tutkapoikkipinta, kun kuutiota pyo¨rite-
ta¨a¨n y-akselin ympa¨ri.
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6.3 Sironta epa¨symmetrisista¨ kappaleista
DB-kuution tapauksessa huomattiin, etta¨ takaisinsironta poikkaa nollasta, jos kuutio
ei ollut symmetrisesti hera¨tta¨va¨a¨n kentta¨a¨n na¨hden. Ta¨ssa¨ kappaleessa tutkitaan
sirontaa kappaleista, jotka ovat epa¨symmetrisia¨. Kappaleiksi on valittu puolipallo ja
laatikko, jonka yksi sivu on pitka¨ verrattuna muihin sivuihin.
6.3.1 Sironta laatikosta
Tutkitaan ensiksi tapausta, missa¨ sirottajana toimii laatikko, jonka dimensiot ovat
λ/2× λ/20× λ/20. Ma¨a¨ritella¨a¨n laatikon asento hera¨tta¨va¨a¨n kentta¨a¨n na¨hden kul-
man α avulla kuvan 46 mukaan. Kulma α on laatikon pitka¨n sivun suuntaisen vek-
torin ja z-akselin va¨linen kulma xz-tasossa.
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Kuva 46: Laatikon asento ma¨a¨ritella¨a¨n kulman α avulla. Kulma α on laatikon pitka¨n
sivun ja z-akselin va¨linen kulma xz-tasossa. Lineaarisesti polarisoitunut tasoaalto
etenee -z-akselin suuntaan.
Kuvassa 47 on esitetty DB- ja PEC-laatikoiden sirontapoikkipinnat laatikoiden ol-
lessa eri asennoissa. Hera¨tta¨va¨na¨ kentta¨na¨ toimii -z-akselin suuntaan eteneva¨ taso-
aalto, jonka sa¨hko¨kentta¨ on lineaarisesti polarisoitunut y-akselin suuntaisesti. Tu-
lokset DB-laatikolle on laskettu ka¨ytta¨en N -EFIEDB ja N -MFIEDB yhta¨lo¨ita¨ ja
RWG+LL-kantafunktioita. PEC-laatikolle laskennassa on ka¨ytetty RWG-kantafunk-
tioita ja T -EFIEPEC yhta¨lo¨a¨. Vastaavasti kuvassa 48 on esitetty sama tilanne, mut-
ta hera¨tta¨va¨ sa¨hko¨kentta¨ on polarisoitunut x-akselin suuntaisesti.
Jos kulma α = 0, laatikko on symmetrisesti hera¨tta¨va¨a¨n kentta¨a¨n na¨hden, jol-
loin DB-kappaleen takaisinsironta on nolla ja sirontakuvio on samanlainen E- ja
H-tasoissa. Lisa¨ksi DB-laatikon eteenpa¨insironta saa suurimman arvonsa ta¨ssa¨ ta-
pauksessa. Polarisaation ka¨a¨nta¨minen 90 asteella ei myo¨ska¨a¨n vaikuta sirontapoik-
kipintaan.
Kulman α ollessa erisuuri kuin nolla laatikko ei ole ena¨a¨ symmetrinen kentta¨a¨n na¨h-
den, ja DB-laatikon takaisinsironta poikkeaa nollasta. Lisa¨ksi sirontapoikkipinta on
erilainen E- ja H-tasoissa. Takaisinsironta on suurimmillaan, kun α = 90 astetta,
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jolloin laatikon pisin sivu on kohtisuorassa tulevaa aaltoa vastaan. Kannattaa myo¨s
huomata, etta¨ takaisinsironnan ja eteenpa¨insironnan va¨linen ero on vain noin 10 dB.
DB-reunaehdon symmetriasta johtuen, polarisaation vaihtaminen y-suuntaisesta x-
suuntaiseksi, sirontapoikkipinnan E-taso ja H-taso vaihtavat paikkaa mutta mui-
ta muutoksia ei tapahdu. PEC-reunaehdon tapauksessa polarisaation vaihtaminen
vaikuttaa eritta¨in voimakkaasti sirontapoikkipintaan. Sa¨hko¨kenta¨n ollessa laatikon
pitka¨n sivun suuntainen sirontapoikkipinta kasvaa noin 20 dB.
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DB- ja PEC-laatikoiden sirontapoikkipinnat eri asennoissa.
Tasoaallon sa¨hko¨kentta¨ on lineaarisesti polarisoitunut y-akselin suuntaisesti. Takai-
sinsironnassa θ = 0 ja eteenpa¨insironnassa θ = 180 astetta.
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Kuva 48: λ
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DB- ja PEC-laatikoiden sirontapoikkipinnat eri asennoissa.
Tasoaallon sa¨hko¨kentta¨ on lineaarisesti polarisoitunut x-akselin suuntaisesti. Takai-
sinsironnassa θ = 0 ja eteenpa¨insironnassa θ = 180 astetta.
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6.3.2 Sironta puolipallosta
Tarkastellaan seuraavaksi sa¨hko¨magneettisen sa¨teilyn sirontaa a-sa¨teisesta¨ puolipal-
losta. Kuvassa 49 on esitetty geometria sironnan laskemiseen puolipallosta. Origo si-
jaitsee puolipallon tasaisen sivun keskipisteessa¨. Kulma α ma¨a¨ra¨a¨ puolipallon asen-
non, ja se on puolipallon tasaisen sivun normaalivektorin ja z-akselin va¨linen kulma
xz-tasossa. Tasoaalto etenee -z-akselin suuntaan, ja sa¨hko¨kentta¨ on lineaarisesti po-
larisoitunut y-akselin suuntaisesti.
z
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x
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θ
ϕ
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r
Kuva 49: Sirottajana toimii puolipallo, jonka asento suhteessa hera¨tta¨va¨a¨n kentta¨a¨n
ma¨a¨ritella¨a¨n kulman α avulla. Kulma α on puolipallon tasainen pinnan normaalin ja
z-akselin va¨linen kulma xz-tasossa. Tarkastelupisteen suunta ma¨a¨ritella¨a¨n kulmien
θ ja ϕ avulla.
Tarkastellaan sirontapoikkipinnan riippuvuutta puolipallon asennosta suhteessa he-
ra¨tta¨va¨a¨n kentta¨a¨n. Kuvissa 50 ja 51 on esitetty hyvin pienten DB- ja PEC-puolipal-
lojen (ka = 2π
1000
) sirontapoikkipinnat E- ja H-tasoissa kulman α eri arvoilla. Siron-
tapoikkipinta on esitetty napakoordinaatistossa, joten napakoordinaatiston kulma
vastaa kuvan 49 kulmaa θ.
Takaisinsironta pienesta¨ DB-puolipallosta on nolla, jos kulma α on 0 tai 180 astetta,
jolloin puolipallo on symmetrisesti hera¨tta¨va¨a¨n kentta¨a¨n na¨hden. Ta¨llo¨in sironta-
poikkipinta on samanlainen E- ja H-tasoissa. Muilla kulman α arvoilla takaisinsi-
ronta poikkeaa nollasta, mutta eteenpa¨insironta on huomattavasti suurempi. Lisa¨ksi
sirontapoikkipinta on erilainen E- ja H-tasoissa. Pieni PEC-puolipallo on puolestaan
eritta¨in voimakas takaisinsirottaja, mutta PEC-puolipallo sirottaa myo¨s eteenpa¨in.
Lisa¨ksi huomataan, etta¨ sirontapoikkipinta on erilainen E- ja H-tasossa riippumatta
kulmasta α.
Kuvissa 52 ja 53 na¨hda¨a¨n sirontapoikkipinnat eri asennoissa olevista DB- ja PEC-
puolipalloista, joiden kokoparametri ka = 4. Sirontapoikkipinta on esitetty yhte-
na¨isella¨ viivalla E-tasossa, jolloin kulma ϕ = 90 astetta ja katkoviivalla H-tasossa,
81
 3.5e−15
 7e−15
30
210
60
240
90
270
120
300
150
330
180 0
DB α = 0
 1.5e−14
 3e−14
30
210
60
240
90
270
120
300
150
330
180 0
PEC α = 0
 3.5e−15
 7e−15
30
210
60
240
90
270
120
300
150
330
180 0
DB α = 45
 1.5e−14
 3e−14
30
210
60
240
90
270
120
300
150
330
180 0
PEC α = 45
Kuva 50: DB- ja PEC-puolipallojen sirontakuviot napakoordinaatistossa esitetty-
na¨ kulman α ollessa 0 ja 45 astetta. Yhtena¨inen viiva kuvaa sirontapoikkipintaa
E-tasossa ja katkoviiva esitta¨a¨ sirontapoikkipintaa H-tasossa. Puolipallon kokopara-
metri ka = 2π
1000
. Lineaarisesti polarisoitunut tasoaalto etenee oikealta vasemmalle.
82
 3.5e−15
 7e−15
30
210
60
240
90
270
120
300
150
330
180 0
DB α = 90
 1.5e−14
 3e−14
30
210
60
240
90
270
120
300
150
330
180 0
PEC α = 90
 3.5e−15
 7e−15
30
210
60
240
90
270
120
300
150
330
180 0
DB α = 135
 1.5e−14
 3e−14
30
210
60
240
90
270
120
300
150
330
180 0
PEC α = 135
 3.5e−15
 7e−15
30
210
60
240
90
270
120
300
150
330
180 0
DB α = 180
 1.5e−14
 3e−14
30
210
60
240
90
270
120
300
150
330
180 0
PEC α = 180
Kuva 51: Muuten sama tilanne kuin kuvassa 50 mutta kulma α on 90, 135 ja 180
astetta.
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Kuva 52: Aallonpituuteen na¨hden suurien (ka = 4) DB- ja PEC-puolipallojen siron-
takuviot napakoordinaatistossa esitettyna¨ kulman α ollessa 0 ja 45 astetta. Yhte-
na¨inen viiva kuvaa sirontapoikkipintaa E-tasossa ja katkoviiva esitta¨a¨ sirontapoikki-
pintaa H-tasossa. Lineaarisesti polarisoitunut tasoaalto etenee oikealta vasemmalle.
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Kuva 53: Muuten sama tilanne kuin kuvassa 52 mutta kulma α on 90, 135 ja 180
astetta.
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jolloin kulma ϕ = 0 astetta.
DB-puolipallon, jonka kokoparametri on nelja¨, takaisinsironta on nolla, jos kulma
α = 0 astetta tai α = 180 astetta. Na¨issa¨ tapauksissa puolipallo on symmetrisesti
hera¨tta¨va¨a¨n kentta¨a¨n na¨hden. Eteenpa¨insironta on suurimmillaan, kun α = 180
astetta, mutta ero on hyvin pieni verrattuna tilanteeseen, missa¨ α = 0. Lisa¨ksi
sirontapoikkipinta on samanlainen E- ja H-tasoissa.
Muilla kulman α arvoilla takaisinsironta DB-pallosta saa nollasta poikkeavia arvoja.
Tosin takaisinsironta on hyvin pienta¨ verrattuna eteenpa¨insirontaan. Lisa¨ksi siron-
takuvion maksimin paikalla H-tasossa on pienta¨ riippuvuutta puolipallon asenonnon
kanssa.
PEC-puolipallo on voimakas takaisinsirottaja, jos kulma α = 0 astetta. Kulman α ol-
lessa 180 astetta takaisinsironta on puolestaan hyvin va¨ha¨ista¨. Ison PEC-puolipallon
tasainen sivu ka¨ytta¨ytyy peilin tavoin, joten sirontakuvion maksimi on kulmassa
θ = 2α, jos tasainen sivu on valaistu. Kuvan 52 puolipallon kokoparametri on nelja¨,
joten kyseinen ilmio¨ alkaa na¨kya¨. Kulman α ollessa 45 astetta paikallinen maksimi
syntyy la¨helle 90 astetta.
DB-puolipallolle voidaan laskea staattinen polarisoituvuus eteenpa¨insironneen tut-
kapoikkipinnan avulla kaavalla (68), jos puolipallo on symmetrisesti hera¨tta¨va¨a¨n
kentta¨a¨n na¨hden. Ta¨llo¨in kulma α on 0 tai 180 astetta. Kuvassa 54 on esitetty
DB-puolipallon polarisoituvuus laskettuna N -EFIEDB ja N -MFIEDB yhta¨lo¨illa¨ ja
kantafunktioina on ka¨ytetty silmukkakantafunktioita.
Kuvassa 54 ylha¨a¨lla¨ na¨hda¨a¨n pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨lla¨ laskettu DB-puoli-
pallon polarisoituvuus taajuuden funktiona. Samoin kuin pallon ja kuution tapauk-
sessa puolipallon polarisoituvuus pystyta¨a¨n ma¨a¨ritta¨ma¨a¨n hyvin laajalta taajuus-
kaistalta. Polarisoituvuus voidaan ma¨a¨ritta¨a¨ taajuuden ollessa alle 1MHz, jolloin
aallonpituus on noin 300 kertainen puolipallon sa¨teeseen verrattuna.
Viitteessa¨ [29] on laskettu polarisoituvuus dielektriselle puolipallolle, jonka suhteelli-
nen permittiivisyys ǫr = 0. Ta¨ma¨ vastaa DB-puolipallon sa¨hko¨ista¨ polarisoituvuut-
ta, ja sen arvoksi on saatu 1,36853 suhteellisen virheen ollessa pienempi kuin 10−5.
Kuvassa 54 alhaalla on esitetty pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨lla¨ laskettu polari-
soituvuus tuntemattomien funktiona ja viitteessa¨ [29] ma¨a¨ritetty polarisoituvuus.
Huomataan, etta¨ pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨lla¨ laskettu polarisoituvuus suppe-
nee kohti tarkkaa arvoa lisa¨tta¨essa¨ tuntemattomien ma¨a¨ra¨a¨.
86
10−2 100 102 104 106 108 1010
0
0.5
1
1.5
a = 1 m
taajuus (Hz)
po
la
ris
oi
tu
vu
us
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200
1.35
1.36
1.37
1.38
tuntemattomia
po
la
ris
oi
tu
vu
us
Kuva 54: DB-puolipallolle laskettu polarisoituvuus taajuuden funktiona kulman α
ollessa 0 ja 180 astetta. Puolipallon sa¨de on 1m. Kuvassa alhaalla na¨hda¨a¨n polari-
soituvuus tuntemattomien ma¨a¨ra¨n funktiona, kun aallonpituus on 10000m. Polari-
soituvuuden tarkka arvo on esitetty katkoviivalla.
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7 Yhteenveto
Ta¨ma¨n diplomityo¨n tarkoituksena oli tutkia sa¨hko¨magneettisen sa¨teilyn sirontaa
la¨hteetto¨ma¨n reunaehdon toteuttavista kappaleista. La¨hteeto¨n reunaehto tunnetaan
myo¨s nimella¨ DB-reunaehto, koska ekvivalenttien pintavirtatiheyksien divegenssitto¨-
myydesta¨ seuraa pinnan normaalin suuntaisten sa¨hko¨- ja magneettivuontiheyskom-
ponenttien ha¨via¨minen. Sironta laskettiin pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨lla¨ eriko-
koisista DB-reunaehdon toteuttavista palloista, kuutioista, puolipalloista ja epa¨sym-
metrisesta¨ laatikosta. Lisa¨ksi sirontaa verrattiin samanlaisten PEC-reunaehdon kap-
paleiden sirontaan.
Laskemalla sirontaa erikokoisista DB-palloista huomattiin, etta¨ takaisinsironta on
aina nolla pallon koosta riippumatta. Toisin sanoen monostaattisella tutkalla ei pys-
tytta¨isi havaitsemaan DB-palloa. DB-pallo on kuitenkin voimakas eteenpa¨insirottaja
ja sirontakuvion pa¨a¨keila kapenee pallon koon kasvaessa ja samalla sirontakuvioon
syntyy pienia¨ sivukeiloja. Lisa¨ksi sirontakuvio on pyo¨ra¨hdyssymmetrinen tulevan
aallon suhteen eli hera¨tta¨va¨n kenta¨n polarisaatio ei vaikuta sirontakuvioon.
Kvasistaattisella analyysilla voidaan tarkasti ma¨a¨ritta¨a¨ DB-pallolle staattinen pola-
risoituvuus. Vaikka polarisoituvuus onkin statiikan parametri, laskettiin DB-pallon
polarisoituvuus eteenpa¨insironneen tutkapoikkipinnan avulla, joka ratkaistiin dyna-
miikan pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨lla¨. Ka¨vi ilmi, etta¨ polarisoituvuuden laske-
miseksi pallon halkaisijan pita¨a¨ olla yli 100 kertaa lyhyempi kuin aallonpituuden.
Polarisoituvuus laskettiin 984 tuntemattomalla, jolloin suhteellinen virhe oli luok-
kaa 10−3. Lisa¨a¨ma¨lla¨ tuntemattomia eli tihenta¨ma¨lla¨ geometrian diskretointia suh-
teellinen virhe saatiin viela¨ pienemma¨ksi. Lisa¨ksi laskennassa pa¨a¨stiin la¨hes nolla-
taajuudelle asti eli la¨hes staattiseen tilanteeseen. Na¨in ollen DB-reunaehdon tapauk-
sessa ei havaittu perinteisia¨ matalan taajuuden ongelmia, mita¨ yleensa¨ dynamiikan
menetelmissa¨ ilmenee.
DB-pallolle lasketiin myo¨s sirontatehokkuus pallon koon funktiona. Sirontatehok-
kuus saadaan integroimalla sirontapoikkipintaa avaruuskulman yli ja jakamalle se
geometrisella poikkipinnalla. DB-pallon sirontatehokkuus saa maksimiarvonsa pal-
lon kokoparametrin ollessa ka = 3. PEC-pallo saa maksiarvonsa pallon koon ollessa
ka = 1,2. Lisa¨ksi havaittiin, etta¨ PEC-pallo on voimakkaampi sirottaja, jos kokopa-
rametri on pienempi kuin kaksi, mutta jos kokoparametri on suurempi kuin kaksi,
DB-pallo on voimakkaampi sirottaja. DB-pallon sirontatehokkuus voidaan laskea
myo¨s Mie-sarjan avulla. Mie-sarjalla ja pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨lla¨ lasketut
tulokset vastasivat melko hyvin toisiaan.
Ta¨ssa¨ tyo¨ssa¨ tutkittiin myo¨s DB-pallon pinnalle indusoituneita ekvivalentteja sa¨h-
ko¨isia¨ ja magneettisia pintavirtatiheyksia¨. Tuloksista huomattiin, etta¨ ekvivalentit
pintavirtatiheydet muodostuvat silmukoista eli ne ovat divergenssitto¨mia¨. Na¨in tie-
tysti pita¨a¨kin olla, koska DB-reunaehto vaatii pintavirtatiheyksien olevan divergens-
sitto¨mia¨ taajuuden ollessa korkeampi kuin nolla. Sa¨hko¨inen ja magneettinen pinta-
virtatiheys ka¨ytta¨ytyva¨t muuten samalla tavalla, mutta magneettinen pintavirtati-
heys on kiertynyt 90 astetta sa¨hko¨iseen pintavirtatiheyteen verrattuna.
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Laskemalla sirontaa DB-kuutioista havaittiin, etta¨ takaisinsirontaa ei ole, jos kuu-
tion sivu on kohtisuorassa tulevaa aaltoa vastaan. Ta¨llo¨in kuutio on symmetrinen
hera¨tta¨va¨a¨n kentta¨a¨n na¨hden. Suurin takaisinsironta saadaan kun kuution ja tule-
van aallon va¨linen kulma on 45 astetta. Lisa¨ksi sirontapoikkipinta on erilainen E- ja
H-tasoissa, jos tuleva aalto ei ole kohtisuorassa kuution sivua vastaan.
DB-kuutiolle laskettiin staattinen polarisoituvuus eteenpa¨insironneesta tutkapoikki-
pinnasta ja sen arvoksi saatiin 1,63, mika¨ on hieman suurempi kuin pallon polarisoi-
tuvuus 1,5. Myo¨ska¨a¨n kuution polarisoituvuuden laskemisessa ei ilmennyt matalan
taajuuden ongelmia, ja polarisoituvuus pystyttiin ma¨a¨ritta¨ma¨a¨n hyvin laajalta taa-
juuskaistalta. Polarisoituvuuden ma¨a¨ritta¨misessa¨ kuution sivun pituuden pita¨a¨ olla
yli 100 kertaa lyhyempi kuin aallonpituuden.
Laskemalla DB-kuution sirontatehokkuutta havaittiin kuution asennolla olevan voi-
makas vaikutus sirontatehokkuuteen varsinkin korkeilla taajuuksilla. Matalilla taa-
juuksilla PEC-kuutio on DB-kuutiota voimakkaampi sirottaja riippumatta kuution
asennosta. Lisa¨ksi havaittiin, etta¨ DB-kuution sirontatehokkuus ei riipu hera¨tta¨va¨n
kenta¨n polarisaatiosta, mutta PEC-kuution sirontatehokkuudessa havaittiin voima-
kas riippuvuus polarisaatiosta.
DB-kuution sa¨rmilla¨ ekvivalenttien pintavirtatiheyksien havaittiin olevan singulaa-
risia. Singulaarisuudet ilmeniva¨t sa¨rmilla¨, missa¨ pintavirtatiheydet olivat sa¨rmien
suuntaiset. Ekvivalenttien pintavirtatiheyksien singulaarisuudet laskettiin Laplacen
yhta¨lo¨sta¨ ja havaittiin, etta¨ voimakkain singulaarisuus DB-kuution sa¨rma¨lla¨ on ver-
rannollinen termiin ρ−1/3, missa¨ ρ on eta¨isyys sa¨rma¨sta¨. Na¨in ollen singulaarisuus on
sama kuin PEC-kuution tapauksessa. Ekvivalentit pintavirtatiheydet DB- ja PEC-
kuutiolle la¨hella¨ kuution sa¨rma¨a¨ laskettiin myo¨s pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨lla¨
ja ne ka¨ytta¨ytyiva¨t statiikan ennustamalla tavalla.
Sironta laskettiin myo¨s epa¨symmetrisesta¨ DB-laatikosta, missa¨ yksi sivu oli huomat-
tavasti pidempi kuin muut sivut. Tuloksista huomattiin, etta¨ laatikon pitka¨n sivun
ollessa kohtisuorassa tulevaa aaltoa vastaan takaisinsironta on melko voimakasta. Ai-
noastaan hera¨tta¨va¨a¨n kentta¨a¨n na¨hden symmetrisen DB-kappaleen takaisinsironta
on nolla.
Lisa¨ksi tyo¨ssa¨ tarkasteltiin sirontaa DB-puolipallosta. Tuloksista ka¨vi ilmi, etta¨ puo-
lipallon asennolla on vaikutusta sirontakuvion maksimin paikkaan. Tosin ta¨ma¨ vai-
kutus on melko va¨ha¨ista¨ verrattuna PEC-puolipallon tapaukseen. Ison PEC-puolipal-
lon tasainen pinta ka¨ytta¨ytyy peilin tavoin, joten puolipallon asennolla on suuri vai-
kutus sirontakuvion maksimin paikkaan. DB-puolipallolle laskettiin myo¨s poikittai-
nen polarisoituvuus ja sen arvoksi saatiin noin 1,37. Aksiaalista polarisoituvuutta ei
pystytty laskemaan tutkapoikkipinnan avulla puolipallon epa¨symmetriasta johtuen.
Sa¨hko¨magneettisen sa¨teilyn sironnan laskeminen DB-reunaehdon toteuttavista kap-
paleista na¨ytta¨isi onnistuvan melko tarkasti ka¨ytetylla¨ integraaliyhta¨lo¨formulaatiol-
la. Varsinkin pallon tapauksessa tulokset vastasivat hyvin Mie-sarjalla ja kvasistaat-
tisen analyysin avulla saatuja tuloksia. Kuution tapauksessa tulosten tarkkuutta on
huomattavasti vaikeampi arvioida, koska kuutiolle ei ole lo¨ydetty analyyttista rat-
kaisua. Lisa¨ksi DB-kuutioita ei ole olemassa, joten saatuja tuloksia ei voida verra-
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ta mittaustuloksiin. Myo¨ska¨a¨n kaupallisia ohjelmia, joilla voisi laskea sirontaa DB-
kappaleista, ei ole olemassa. Ratkaisu saatiin kuitenkin suppenemaan elementteja¨
lisa¨a¨ma¨lla¨, joten laskettujen tulosten pita¨isi olla ainakin suurin piirtein oikein.
Sirontatehta¨va¨ DB-reunaehdon toteuttavista kappaleista pystyttiin ratkaisemaan
eritta¨in laajalla taajuusalueella ka¨ytta¨en pintaintegraaliyhta¨lo¨menetelma¨a¨. Korkeil-
la taajuuksilla esiintyva¨t sisa¨resonanssien aiheuttamat ongelmat pystyttiin kokonaan
poistamaan ka¨ytta¨ma¨lla¨ yhdistettyja¨ integraaliyhta¨lo¨ita¨. Aallonpituuteen na¨hden
suurten kappaleiden tapauksessa integraaliyhta¨lo¨menetelma¨ vaatii kuitenkin erit-
ta¨in paljon laskentakapasiteettia, koska muistin tarve kasvaa tuntemattomien ma¨a¨-
ra¨n nelio¨o¨n verrannollisesti.
Kantafunktioiden valinta vaikuttaa huomattavasti ratkaisun tarkkuuteen. RWG-
kantafunktioilla saavutettiin huonoin tarkkuus riippumatta kappaleesta. Pallon ta-
pauksessa paras tarkkuus tuntemattomien ma¨a¨ra¨a¨n verrattuna saavutettiin silmuk-
kakantafunktioilla. Jos tarkkuutta verrataan geometrian diskretointiin, RWG+LL
kantafunktioilla saadaan paras tarkkuus. Ta¨ma¨ johtuu siita¨, etta¨ samalla geomet-
rian diskretoinnilla RWG+LL kantafunktiot vaativat noin viisi kertaa enemma¨n tun-
temattomia kuin silmukkakantafunktiot. Kuution tapauksessa RWG+LL kantafunk-
tiot suppenivat huomattavasti nopeammin elementtien ma¨a¨ra¨a¨ lisa¨tta¨essa¨ verrattu-
na RWG- tai silmukkakantafunktioihin. Syyna¨ ta¨ha¨n on kuution tera¨va¨t sa¨rma¨t,
joiden la¨hella¨ RWG- ja silmukkakantafunktiot eiva¨t pysty hyvin kuvaamaan ekviva-
lentteja pintavirtatiheyksia¨.
Tyo¨n lopputulosta voidaan pita¨a¨ onnistuneena ja tavoitteita saavutettuina. Tyo¨ssa¨
onnistuttiin kehitta¨ma¨a¨n ohjelma, jonka avulla sirontatehta¨va¨ DB-reunaehdon to-
teuttavista kappaleista voidaan ratkaista melko hyva¨lla¨ tarkkuudella. Lisa¨ksi saavu-
tettiin parempi ymma¨rrys DB-kappaleiden sirontaominaisuuksista. Tyo¨ta¨ voitaisiin
myo¨s kehitta¨a¨ eteenpa¨in. Erityisesti singulaaristen integraalien numeerinen laskemi-
nen kaipaisi lisa¨a¨ tarkkuutta. Lisa¨ksi olisi hyva¨ miettia¨ nopeiden integraaliyhta¨lo¨-
menetelmien ka¨ytto¨a¨ DB-reunaehdon tapauksessa, jolloin olisi mahdollista ratkaista
sirontatehta¨va¨ huomattavasti monimutkaisemmista kappaleista.
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Liite A: Pintavirtatiheydet erikokoisten pallojen pin-
noilla
Kuva A1: DB- ja PEC-pallojen normalisoidut ekvivalentit pintavirtatiheydet pallon
kokoparametrin ollessa ka = 1. Tasoaalto etenee -z-akselin suuntaan eli se tulee
kuvassa ylha¨a¨lta¨. Sa¨hko¨kentta¨ on lineaarisesti polarisoitunnut y-akselin suuntaisesti.
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Kuva A2: Sama tilanne kuin kuvassa A1 mutta ka = 1,5.
94
Kuva A3: Sama tilanne kuin kuvassa A1 mutta ka = 2.
95
Kuva A4: Sama tilanne kuin kuvassa A1 mutta ka = 2,5.
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Kuva A5: Sama tilanne kuin kuvassa A1 mutta ka = 3.
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Kuva A6: Sama tilanne kuin kuvassa A1 mutta ka = 3,5.
